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1. Motivacgéo

O objetivo deste projeto € desenvolver um estudo das propriedades de sistemas
oscilatérios dentro da aproximacao de pequenas oscilacdes, com posterior aplicagcdo em
moléculas, como, por exemplo, as moléculas CO,e CH,. No desenvolvimento deste

estudo aplicamos um aprendizado que apresenta um tipo de encadeamento em espiral,
descrevendo com diferentes ferramentas matematicas o mesmo fendmeno, num
crescente de dificuldade, mostrando a importancia pedagogica, e visa a fixacdo dos
conceitos de acordo com o amadurecimento do aluno.

2. Metodologia

A primeira etapa do trabalho foi aprender os conceitos de pequenas oscilacdes
para estudar e desenvolver analiticamente as expressdes dos modos normais de vibracéo
de moléculas diatbmicas. Primeiramente foi realizado um estudo de oscilagdes acopladas
(unidimensional), pois este é um caso mais simples e que foi analisado de acordo com a
mecanica Newtoniana. No presente momento, estuda — se as Equacdes de Lagrange e
Hamilton, estas novas ferramentas matematicas permitem a aplicacdo dos conceitos de
pequenas oscilacbes para moléculas um pouco mais complicadas, como, por exemplo, a
molécula de CO,, utilizando os conceitos de coordenadas normais.

3. Dois Osciladores Harmbénicos Acoplados

Um exemplo fisico de um sistema acoplado é um sélido no quais os atomos
interagem por forcas elasticas entre si e oscilam sobre suas posi¢fes de equilibrio.
Consideremos um sistema acoplado unidimensional composto por duas massas
conectadas por molas uma a outra e por molas em posi¢cdes fixas (Fig. 1). Vamos
restringir ao movimento longitudinal, portanto, o sistema tem dois graus de liberdade
representados pelas coordenadas X, e X,.

Figura 1: Duas massas conectadas, uma a outra, por uma mola de constante K, , mais duas

molas de constante K, = K, =k, ambas fixas em um ponto e ligadas, no outro ponto, as massas.
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3.1. Aplicacdo da Mecanica Newtoniana

Considere o sistema da figura 1, se as massas sdo deslocadas do ponto de
equilibrio, as equacdes do movimento sao dadas por:

{mX‘l + €+ky, % —Kpx, =0

. 3.1.1
mx, + € +k, 3, —k,X =0 ( )

Como se espera um movimento oscilatorio, tenta — se uma solugéo da forma:
™ ot

x, (_ =Be
™ iot

X, € = B,e

Onde o € afrequéncia e as amplitudes séo B, e B,.

(3.1.2)

Substituindo a (3.1.2) na (3.1.1) e realizando alguns calculos encontramos a

equacao:
(+k12 _ma)zBl —k,B, =0
(3.1.3)
—k;,B, + €+k, —mo? B, =0
Podemos escrever o sistema (3.1.3) desta forma:
k+ky, — mao? -k, =0 (3.1.4)
-k, k+k, —ma

Temos com solucado do sistema duas frequiéncias caracteristicas para o sistema:

K+ 2k
o, = ‘/% e o, =\/% (3.1.5)

Agora que temos a frequéncia caracteristica do sistema, é possivel calcular as
amplitudes B, e B, substituindo a (3.1.5) na (3.1.3) e escrever a solugéo geral, dada por:

x, (= B/e" +B e +Bje'" +B,e"

. o . L (3.1.6)
x, (= -B/e" —B e '™ +Bje' + Bye '™
A solucdo geral dada pela (3.1.6) € claramente acoplada, pois temos quatro
constantes arbitrarias de que necessitamos para o ajuste as condi¢des iniciais.
Para conseguir equacdes desacopladas, vamos analisar os pares de
coordenadas definidos por:

1 -
=X —-X X, == @, +
{1 R 262 m_ (3.1.7)
N, =X +X, 1 -
Xzzgﬁz_ﬂl,

Substituindo a (3.1.7) na equacédo de movimento (3.1.1) e realizando alguns
calculos encontramos:

(3.1.8)

m7j, + € + 2k, 7, =0
m#i, +kn, =0
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As coordenadas 7, e 7, sao desacopladas e sao, portanto, independentes. As

solucdes séo:
n C=Cle™ +Cre ™™ (3.1.9)

7, (:: C;—ei(ozt + Cz—e—imzt

Se como condicao inicial temos x, @ > -x,€@ e % € =-%, @, nds encontramos
n, ()}O e 1, ()}0, o que leva C, =C, =0, logo, 7, ()}_ 0 , a particula oscila sempre
fora de fase com frequéncia o,, este € o modo antissimétrico de oscilagdo. De forma
analoga, se temos x, ¢ =x,€Q e % €Q >=x,€ , nés encontramos 7,€¢ =0 e a particula
oscila em fase com freqiiéncia o, , este € o modo simétrico (Fig. 2).

i

\2000 O\, 0~ 20020 A 000 QA
—_— e — -

Do~ 0000 -0-00A TN 00N 0~ 2000 A

Figura 2: Modo Antissimeétrico com freqiiéncia de oscilagéo @, a esquerda e Modo simétrico com

frequéncia de oscilagdo @, a direita.
3.2. Aplicacado das Equacfes de Lagrange
A equacdo de Lagrange, sabendo — se que a Energia Cinética T é uma funcéo

apenas de velocidades generalizadas e a Energia Potencial U é uma funcdo apenas das
coordenadas generalizadas, é:

A 4 (3.2.1)
o, dt oq,

As equacdes do movimento s&o: N
> €,q,+mud; >0 (3.2.2)
i

Como se espera um movimento oscilatério, tenta — se uma solucéo da forma:
™ i @t-5_
q, (C=a,e' ¢’ (3.2.3)

Onde a; € a amplitude e 6 ¢ a fase do sistema. Substituindo a (3.2.3) na (3.2.2),
encontramos:

Zé‘jk _wzmjk Ej =0 (3.2.4)

Podemos escrever a (3.2.4) desta forma:

2 2 2
Ap—o'my  A,-o'm, Ag-o"mg,...
A, —-w’m, A,-o’m, A,-o’m,..|=0 (3.2.5)
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Exemplo

Considere o sistema da figura 1, a Energia Potencial do sistema € dada por:

1 1 1
U =§kX12 +§k12 (2—X1E+EI(X22

1 . (3.2.6)
u :§(+k12312 +E<+k12322 — Ky, % X,

Podemos determinar o A, , que é dado por:

o°U : o°U
All 8X12 0 * 12 A, = ox,0%, . :_klz =A, AZZ aX§ 0 12 ( )
A Energia Cinética do sistema é:
T :%mxf +%m>‘<22 (3.2.8)

Analisando as (3.2.8), (3.2.7) e (3.2.6) e usando a (3.2.5), encontramos:

k+ky, —mo? ke |, (3.29)

-k, k+ky, —mao?
Que é exatamente a mesma equacao dada pela (3.1.4).

4. Conclusao

As equacdes de Lagrange facilitam a resolucdo de problemas mecanicos, pois
trabalhamos somente com escalares (Energia Potencial e Cinética), enquanto que na
mecanica Newtoniana usamos a noc¢ao vetorial (Forga), as equacdes de Lagrange sao
uma reformulacdo da mecanica Newtoniana, ou seja, uma maneira diferente, mas
equivalente, de expressar essas mesmas leis. As de Hamilton, além de facilitar na
resolucao de problemas mecéanicos, permitem um ponto de partida Gtil para estabelecer
as leis da Mecanica Estatistica e da Mecéanica Quéantica. Depois de aprender os
formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano dentro da aproximacdo de pequenas
oscilacdes, sera possivel iniciar o estudo de teoria de grupos aplicada as moléculas,
entendendo como obter as representacdes irredutiveis do grupo pontual de uma
molécula, para funcdes de onda vibracionais.
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