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1.0 INTRODUCAO

As ferramentas de modelagem vao desde papel e lapis até a utilizagdao de tecnologias
interativas, como o computador. Se a versdao em papel e lapis de um modelo revela sua
natureza estatica, onde ¢ privilegiada uma visao instantanea da realidade fisica, a sua versao
computacional revela sua versdo dindmica, na medida que o modelo pode ser 'rodado' e os
resultados desse processamento, auxiliarem na reestruturacdo e melhoria do modelo inicial,
possibilitando, dessa forma, vislumbrar a evolugdo temporal dessa mesma realidade fisica
(Ferracioli, 1997a; Camiletti & Ferracioli, 2001).

No entanto, a utilizagdo da modelagem computacional no contexto educacional
demanda o delineamento de uma investigacdo que inclua tanto o desenvolvimento de
atividades de modelagem quanto a sua utilizagdo em sala de aula a partir de contetidos
especificos para que se possa concluir sobre as reais possibilidades de sua integragdo no
contexto educacional. (Ferracioli, 1997b).

Neste contexto, o presente trabalho relata o desenvolvimento e implementagdo de um
modulo educacional baseado na modelagem computacional através da utilizacdo do Ambiente
de Modelagem Computacional STELLA sobre o conteido especifico relacionado aos
M¢étodos Numéricos de Integragdao. A notavel utilidade dos métodos numéricos de integragao
deve-se ao fato de existir um nimero muito restrito de equagdes diferenciais cuja solucao
pode ser expressa sob uma forma analitica simples. No entanto, o estudo destes métodos
envolve um alto grau de abstragdo matematica, impossibilitando, muitas vezes, seu real
entendimento por parte do aluno.

Dessa forma, ao final sdo relatados os resultados de um estudo preliminar realizado
com estudantes de graduagdo em Fisica e sdo apresentadas sugestdes para a continuidade e
implementagdo do estudo dos Métodos Numéricos de Integragdo através da modelagem
computacional.
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2.0 O MODULO EDUCACIONAL

O modulo educacional faz uma abordagem dos aspectos teoricos dos Métodos
Numéricos de Integracdo seguida de uma apresentagdo do ambiente de modelagem
computacional STELLA que serd utilizado na realiza¢do de uma atividade experimental.

2.1 Métodos Numéricos de Integraciao

Considere uma equacao diferencial de primeira ordem como a representada pela
equacao

dy/dx = f (x,y) (1)

e condigao inicial

y(xy) =y,
cuja solucdo ¢ dada pela fungdo y(x), continua e definida no intervalo [xo, X].

O que se deseja, através dos métodos numéricos, ¢ determinar aproximacgdes y, , dos
valores de y(x) para os pontos x,, sendo m =0, 1, ..., n. Os pontos x, sdo igualmente
espacados no intervalo [xo , X, |, ou seja:

X, =X, +hm

)
onde, m =0, 1, ..., n e h ¢ adistancia entre cada x, e dado por
h=(x,-x,)/n, 3)
sendo n o numero maximo que m pode assumir. Os valores de 4, x, e x,
geralmente sdo dados do problema.
O Método de Euler, Runge Kutta 2 e Runge Kutta 4, baseiam-se na expansao em Série
de Taylor da fungdo y em torno do ponto x:
y(x +h) = y(x) + hy' (x) + ¥ (x)h* /21 + y'"' (x)h* [3!... “4)

Note que
y'=dyldx e y'=d’y/dx*
E, observando a equagdo (1), perceber que:

y'=f(xp), y'=1(xy).

Desta forma, a expansao em série de Taylor torna-se:

/&N
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Y(x +h) = y(x) + B (x, p(x)) + 1 £ (Cx, () 21+ B £ (x, p(x))/31+ ...

O Método de Euler utiliza os dois primeiros termos desta expansao, ou seja, até termos
de primeira ordem e despreza os demais termos, ao passo que Método de Runge Kutta 2
utiliza os trés primeiros, ou seja, até termos de segunda ordem. O Método de Runge Kutta 4
considera a expansdo em Série de Taylor até termos onde se tem /4*, ou seja, até termos de
primeira ordem. Devido ao nimero de termos considerados em cada método ¢ de se esperar
que a precisdo da aproximagao ndo seja a mesma em cada um deles.

E importante se ter em mente que se a expansdo em série ndo convergir rapidamente,
os termos de segunda, terceira e de quarta ordem sdo significativos no resultado final, e ¢
possivel se verificar a diferenca entre os métodos. Se a expansdo em série converge
rapidamente esses termos passam a ser despreziveis e o Método de Euler passa a ter algum
sentido. Nao sera discutido em detalhes a questao da convergéncia de séries para nao fugir do
objetivo desse trabalho.

2.2 O STELLA

O Ambiente de Modelagem Computacional STELLA — STRUCTURAL THINKING
EXPERIMENTAL LEARNING LABORATORY WITH ANIMATION- (Ferracioli & Camiletti,1998) ¢ um
ambiente baseado nos Principios de Sistemas (Forrester, 1968) e projetado para o estudo e
constru¢do de modelos através de uma representacdo grafica baseada em icones. O Quadro 01
apresenta um resumo dos icones bésicos da metdfora do STELLA (Camiletti & Ferracioli,
2001).

Quadro 01: [cones bdsicos de construcdo de modelos do STELLA.

Icone Descricio

Nivel: representa uma variavel que pode ser alterada ao longo do tempo por uma variavel

do tipo taxa.

Taxa: representa uma variavel que promovera a mudanga da variavel tipo Nivel ao longo

do tempo. Pode ser Unidirecional ou Bidirecional.

Conversor: representa 0 mecanismo para estabelecer constantes, definir entradas externas

para o modelo e realizar calculos algébricos.

Conector: representa uma relagcdo de causa-efeito entre varidveis, significando que uma

variavel ¢ afetada por outra dependendo da orientagdo da seta.

Plataforma de Graficos: ¢ usada para tragar o grafico de uma ou mais varidveis de um

modelo em simulag@o.

Plataforma de Tabelas: é usada para visualizar a saida numérica de uma ou mais

2\~ 0 ¢ |0

variaveis de um modelo em simulagio.

ApoOs a construgdo do modelo € possivel visualizar as equagdes matematicas geradas
pelo STELLA que governam o comportamento dindmico das varidveis do modelo ao longo do
tempo. Também ¢ possivel visualizar as saidas graficas.
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2.3 A Atividade Experimental

A possibilidade de se utilizar o ambiente de modelagem STELLA na realizagdo da
atividade experimental sobre os métodos numéricos de integragdo se deve ao fato do ambiente
utilizar estes métodos para a simula¢do dos modelos construidos. Em cada simulagdo se pode
mudar parametros do modelo e imediatamente observar mudancas ocorridas tornando o
estudo dos métodos mais dindmico. Para isso, foram analisados dois problemas fisicos
discutidos em forma de atividades.

2.3.1 Atividade 1

Na Atividade 1 foi fornecido o modelo que melhor representa o Movimento Retilineo
Uniforme no ambiente STELLA sendo impostas as condi¢des iniciais. O modelo esta
representado na Figura 01.

deslocamenta

o=

welocidade

Figura 01: Modelo Representando o Movimento Retilineo Uniforme.

Para o desenvolvimento dessa atividade foram utilizadas duas estratégias:

1. Inicialmente foi feita uma comparacdo entre os métodos numéricos de
integracdo mantendo-se o passo de integragdo que no ambiente STELLA ¢
representado pela caixa Dt e na discussdo tedrica por 4. A comparagdo foi
feita através da simulagdo do modelo com a obtengdo das saidas graficas das
variaveis, conforme mostrado na Figura 02, escolhendo-se ora o Método de
Euler, ora o Método de Runge Kutta 2 e ora 0 Método de Runge Kutta 4.

2. Na seqiiéncia simulava-se o modelo mantendo-se o mesmo Método de
Integragdo enquanto o passo de integracdo era alterado. Através das saidas
graficas era observado o que acontecia com a precisdo da simulagdo.

A figura 02 mostra uma das saidas graficas representando a variagdo das
grandezas Posi¢do ¢ Velocidade para o Movimento Retilineo Uniforme. Nesse caso, ndao
faz sentido mostrar as outras saidas graficas ja que elas diferem somente na duragdo de
simulagao.
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Figura 02: Saida Grafica representando a variacao das grandezas Posicao e
Velocidade para o Modelo do Movimeno Retilineo Uniforme

2.3.2 Atividade 2
Na Atividade 2, foi fornecido o modelo que melhor representa o Movimento Harménico

Simples, no ambiente STELLA sendo também impostas as condig¢des iniciais. O modelo esta
representado na Figura 03.

dezlocamenta

Uﬁ;ﬂcidade

m k

Figura 03 : Modelo Representando o Movimento Harmonico Simples.

Para o desenvolvimento dessa atividade, assim como na Atividade 01, foram utilizadas
duas estratégias:

1. Inicialmente foi feita uma comparacdo entre os métodos numéricos de
integragdo mantendo-se o passo de integracdo que no ambiente STELLA ¢
representado pela caixa Dt e na discussdo tedrica por 4. A comparacdo foi
feita através da simulagdo do modelo com a obtencdo das saidas graficas das
variaveis, conforme mostrado na Figura 04, escolhendo-se os Métodos de
Euler, de Runge Kutta 2 e Runge Kutta 4 sequencialmente.

2. Na seqiiéncia simulava-se o modelo mantendo-se o mesmo Método de
Integragcdo enquanto o passo de integragdo era alterado. Através das saidas
graficas era observado o que acontecia com a precisdo da simulagdo.
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A primeira estratégia foi desenvolvida utilizando-se passo de integracao Dt =
0.2 e as Figuras 04, 05 e 06 apresentam as saidas graficas para os diferentes métodos de
integracao:

A figura 04 mostra o resultado da simulagdo do modelo do Movimento
Harmonico Simples com Método de Euler, a Figura 05 o resultado com Método de
Runge Kutta 2 e a Figura 06 com Método de Runge Kutta 4.

,,9 1:x
1 : 1I:|I:|DI:|D|I:|I:|- .................................................................................................
1 0,004
1:  -100000,00
0.00 30,00 B0.00 a0.00 120,00
T g =/ Graph 1 (OHS) Time 11:47  Qua, 27 de Mar de 2002

Figura 04: Saida Grafica representando a variagdo da grandeza Posi¢do para o
modelo do Oscilador Harménico Simples com Dt = (02 e utilizando o Método de Euler.
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Figura 05: Saida Grdfica representando a variagdo da grandeza Posi¢do para
o modelo do Oscilador Harmonico Simples com Dt = 02 e utilizando o Método
de Runge Kutta 2.
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Figura 06: Saida Grafica representando a variag¢do da grandeza Posi¢do para o modelo
do Oscilador Harmonico Simples com Dt = 02 e utilizando o Método de Runge Kutta 4.

A Segunda estratégia foi desenvolvida fixando-se um método de integragao,
como por exemplo, o Método de Runge Kutta 2 e as Figuras 07 e 08 apresentam as
saidas graficas para dois passos de integracao diferentes:

A figura 07 mostra o resultado da simulagdo do modelo do Movimento
Harmonico Simples para Dt = 3, a figura 08 mostra a simulacdo para Dt = 1.

,‘Q 1ix
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i 0,004
1 -1500,00
0.00 30,00 0,00 80,00 120,00
T a =/ Graph 1 (OHS) Time 1154 Qua, 27 de Mar de 2002

Figura 07: Saida Grdfica representando a variagdo da grandeza Posi¢do para
Oscilador Harménico Simples com Método de Runge Kutta 2 e utilizando Dt = 3.
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Figura 08: Saida Grdfica representando a variagdo da grandeza Posi¢do para
Oscilador Harmonico Simples com Método de Runge Kutta e utilizando Dt = 3.

Para acompanhar as atividades desenvolvidas pelos estudantes foram incluidas
perguntas abertas ao longo do Moddulo Educacional, tanto sobre os Métodos de
Integracdo quanto sobre as atividades experimentais com o STELLA.

3.0 O ESTUDO PRELIMINAR

Passamos agora a descrever o estudo preliminar que teve o objetivo de testar o modulo
educacional buscando subsidios para sua re-estruturagdo para a continuidade da pesquisa
sobre a utilizacdo da modelagem computacional no estudo de Métodos Numéricos de
Integragao.

Assim sendo, o estudo preliminar foi realizado através de um curso de duas horas de
duragdo com 7 estudantes da Graduagdo e Pdés-Graduacao em Fisica que ja tinham nogado
tanto dos métodos de integracdo quanto do ambiente computacional STELLA. O curso foi
estruturado de forma que os trinta primeiros minutos foram dedicados ao estudo teorico dos
métodos numéricos de integracdo, os proximos trinta minutos destinados a uma apresentacao
do ambiente STELLA e nos sessenta minutos restantes foi realizada a atividade experimental
através da modelagem computacional utilizando o ambiente STELLA.

Para avaliagdo do modulo, como ja foi mencionado, foram utilizadas perguntas em
aberto incluidas no proprio modulo educacional e um questionario, em separado, aplicado ao
final do curso. O questiondrio além de questdes que também avaliavam o médulo continha
perguntas para a avaliacdo da estruturagdo do curso e uma questdo em aberto. Dos 7
participantes, 5 responderam tanto as questdes discursivas do mdédulo como o questionario.
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Apesar de 2 participantes nao terem respondido as questdes solicitadas durante a realizagdao do
estudo, os resultados obtidos com a amostra final de 5 participantes foram considerados
relevantes para serem relatados neste artigo e serao descritos a seguir.

4.0 AVALIACAO DO CURSO

Da questdo em aberto do questionario aplicado ao final do curso, respondida por 5 dos
participantes, foi possivel obter comentarios importantes para a reestruturagao ¢ melhoria do
curso.

Os comentarios feitos em relagdo a parte tedrica e sobre a apresentacdo do STELLA
revelam a necessidade do aumento do tempo de duragdo do curso para que seja possivel
explorar mais a fundo a teoria dos Métodos Numéricos de Integracdo e obter uma maior
familiarizagdo com o ambiente de modelagem utilizado: Dessa forma, exemplos de
comentarios foram:

"A parte Teorica deve ser mais explorada".

"Gastar mais tempo com os exemplos que envolvem os Meétodos
Numéricos...."

"Faltaram exercicios...."

"Mais énfase sobre o ambiente STELLA e sua utilizagdo, assim como a
montagem de modelos".

"... gastar mais tempo com a apresentag¢do do STELLA".

Apesar da necessidade de maior aprofundamento no STELLA e nos métodos de
integracao pode se observar, de modo geral, comentarios que se mostraram positivos:

"O modulo é simples e objetivo".

"A apresentagdo foi, também, muito interessante e me levou a um entendimento
claro dos métodos".

5.0 AVALIACAO DO MODULO (CONTEUDO)

A avaliacdo do contetido do mddulo foi feita a partir das questdes em aberto incluidas
ao longo do mesmo. Em diferentes momentos do médulo o entendimento dos alunos sobre o
topico abordado era testado através dessas questdes. Assim, o modulo continha um total de 8
questoes descritas abaixo.
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Questao

Enunciado

Localizacao no Modulo

01

Que conclusdes vocé pode tirar a respeito do mddulo das
diferencas entre a solugdo exata ¢ aproximagdes mostradas

para o método de Euler, Runge Kutta 2 e Runge Kutta 4?

Ao final da apresentacdo tedrica sobre

os métodos numéricos.

02

Existiu alguma diferenga entre as simulagdes com método
de Euler, Runge Kutta 2 e Runge Kutta 4 ?

métodos de
sobre MRU

Apds comparagdo dos
integracdo na atividade

para um Dt fixo.

03

Observando as saidas graficas, o que vocé percebeu ao
diminuir o valor de DT? Como vocé€ explicaria o que

aconteceu?

métodos de
sobre MRU

Apds comparagdo dos
integragdo na atividade

para diferentes Dt.

04

Baseado em suas observagoes descreva suas conclusdes a

respeito da precisdo dos métodos.

Apds comparacdo dos métodos de
integracdo na atividade sobre OHS para

um Dt fixo.

05

Escolha o Passo de Integragdo DT = 5. Simule o modelo e
observe a saida grafica. O que vocé percebeu na saida
grafica?

06

Escolha o Passo de Integragdo DT = 3. Simule o modelo e
observe a saida grafica. O que vocé percebeu na saida

grafica?

07

Escolha o Passo de Integragdo DT = 1. Simule o modelo e
observe a saida grafica. O que vocé percebeu na saida

grafica?

Comparagdo dos métodos de integragdo
na atividade sobre OHS para diferentes
Dt.

08

Observando que o valor do Passo de Integracdo ¢
razoavelmente pequeno, o que vocé conclui com este

resultado?

Apbés comparagdo dos métodos de
integrag@o na atividade sobre OHS para
diferentes Dt.

O desenvolvimento dos alunos com a utilizagdo do mdédulo educacional foi positivo no
que diz respeito ao grau de entendimento em relagdo aos métodos numéricos de integracao,
sobretudo nos seguintes aspectos:

Entendimento da diferenciagdo entre os Métodos de Euler, Método de Runge Kutta

2 e Método de Runge Kutta 4, quanto a precisao;

Esclarecimento do fato de que uma diminui¢do no valor do passo de integragao,
representado por Dt na atividade experimental e por /4 na parte teorica,
proporciona um aumento na precisao da simulacao.

Estes resultados podem ser explicitamente observados nas respostas de 2 alunos, sendo
que as respostas dos demais ndo apresentaram discrepancia em relagdo aos tdpicos abordados,
embora tenham manifestado que o modulo os levou a um maior esclarecimento sobre os
métodos. Dessa forma, somente as respostas desses dois alunos serdo apresentadas abaixo.
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5.1 Aluno 01 (Estudante de Graduacao)

No Moddulo Educacional, depois de discutir a teoria do Método de Euler, foi
apresentada uma tabela mostrando o modulo da diferenca entre a solugdo exata e
aproximacodes para algumas intera¢des. O mesmo foi feito para o Método de Runge Kutta 2 e
M¢étodo de Runge Kutta 4. Na seqiiéncia foi perguntado aos estudantes:

"Que conclusoes vocé pode tirar a respeito do modulo das diferencas entre
a solugdo exata e aproximagoes mostradas para o método de Euler, Runge
Kutta 2 e Runge Kutta 4?"

A resposta do Aluno 01, foi:

"O Método de Runge Kutta 4 é mais preciso por envolver mais interagoes
(mais termos da expansdo)".

A andlise desta resposta revela uma confusio de linguagem por parte do Aluno 01 ao
associar o numero de interagdes com os numero de termos da expansdo. O nimero de
interagdes: estd relacionado com o passo de integragdo, denotado por Dt na atividade
experimental e por 4 na parte tedrica.

Na atividade experimental do Modulo Educacional o aluno ¢ solicitado a fazer
simulacdes considerando o modelo do Oscilador Harmoénico Simples com condigdes iniciais
pré-fixadas no material desenvolvido. O aluno deveria manter o passo de integracao e simular
o modelo com cada Método Numérico de Integragdo: Método de Euler, de Runge Kutta 2 e de
Runge Kutta 4. Na seqiiéncia os alunos foram solicitados a responder:

"Baseado em suas observagoes, descreva suas conclusoes a respeito da
precisdo dos métodos".

O Aluno 01 respondeu:

"Mesmo com o passo grande, o Método de Runge Kutta continua sendo o
mais preciso. No Método de Euler as oscilagoes de forma crescente, sdao
devido ao pequeno numero de calculos”.

Percebe-se novamente a mesma confusdo. Nao se sabe ao certo o que o aluno quer
dizer quando fala em "nimero de calculos".

Na seqiiéncia da atividade experimental os alunos sdo solicitados a fazer varias
simulagdes mantendo um dos métodos de integracdo e diminuindo o passo de integragao,
comecando com um passo razoavelmente grande até que fique consideravelmente pequeno.

Ao realizar essas simulagdes o aluno 01 percebeu que ao diminuir o valor do passo de
integragdo, mantendo o mesmo método a aproximacdo torna-se cada vez melhor. Este fato
pode ser observado quando ele ¢ perguntado:

"A partir de suas observagoes descreva por que isto aconteceu?"
O Aluno 01 respondeu:

"Como se toma um passo menor, o numero de calculos é maior, logo a
aproximagdo ¢ grande e o grdfico estda quase perfeito”.
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Neste ponto, parece que o Aluno 01, quando escreveu "niimero de célculos", se referia
ao numero de interagdes e, sendo assim, pode ter acontecido uma elucidagdo das confusdes
feitas anteriormente. O Aluno 01 parece ter entendido que o numero de interagdes esta
relacionado com o passo de integracdo, uma vez que a ele foi perguntado o que acontecia ao
manter o método e diminuir o Dt e ele ter respondido corretamente que quanto menor o passo
maior o nimero de calculos.

5.2 Aluno 02 (Estudante de Graduacio)

Na atividade experimental do Médulo Educacional, em um certo ponto, foi utilizado o
modelo do Movimento Retilineo Uniforme com condi¢des iniciais pré-fixadas no material
desenvolvido. As simulagdes foram feitas mantendo um dos métodos de integragdo porém,
diminuindo o passo de integracdo: inicialmente foi utilizado um passo razoavelmente grande
até que ficasse consideravelmente pequeno. Em seguida, foi feita a seguinte pergunta:

"Observando as saidas grdficas, o que vocé percebeu ao diminuir o valor de
Dt? Como vocé explicaria o que aconteceu?"

O Aluno 02 respondeu:

"O grdfico ficou mais refinado e consequentemente mais preciso. Quanto
maior o Dt, maior a precisio envolvida, pois diminui o intervalo de
aproximagao".

Percebe-se uma confusdo quando ele diz que quanto maior o valor de Dt, maior a
precisao: sabe-se que quanto menor o Dt maior a precisao.

Em outro ponto do moédulo, quando o mesmo procedimento anterior foi utilizado com
o modelo do Oscilador Harménico Simples, parece que houve uma elucidagdo desta confusao
inicial. Isto pode ser observado pela resposta do aluno a pergunta:

"Ao diminuir o valor de Dt, o que vocé percebeu na saida grafica?"”
a qual o Aluno 02 respondeu:

"Quanto menor o valor de Dt sem deformidade fica o grdfico".

6.0 COMENTARIOS FINAIS

Através das constatagdes feitas no estudo preliminar pode-se afirmar que a pesquisa
sobre a utilizacdo da modelagem computacional no estudo de Métodos Numéricos de
Integragdo parece ser promissora na medida em que € promovida uma discussao tedrica sobre
os métodos de integracdo aliada a uma familiarizacdo do estudante com o ambiente de
modelagem computacional utilizado.

Desta forma, sugere-se a estruturacdo um novo curso suprindo as necessidades
mencionadas anteriormente que podera, eventualmente, ser oferecido como curso de extensao
para estudantes da area de Ciéncias Exatas bem como ser incluido como atividade da
disciplina Calculo Numérico onde se estuda Métodos Numéricos de Integragao.
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