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Resumo

A compressao nas flutuagoes da diferenca de intensidades dos feixes sinal e complementar
gerados por um OPO acima do limiar foi medida ja ha algum tempo e constituiu um dos
principais interesses nestes sistemas. Emaranhamento entre esses feixes, entretanto, ainda nao
foi experimentalmente demonstrado em circunstancias normais de operacao acima do limiar
(feixes nao-degenerados em frequéncia).

Usando um critério de nao-separabilidade entre sistemas continuos, buscamos verificar se a
variancia de um par de operadores tipo EPR, a diferenca de intensidades e a soma das fases de
sinal e complementar, pode violar uma desigualdade suficiente para caracterizar emaranhamen-
to. Apds um estudo tedrico, verificamos que isto pode de fato ocorrer numa regiao de parametros
experimentalmente acessivel.

A medida nao foi realizada até hoje devido a dificuldade em se medir quadratura fase, o
que, neste caso, exigiria o uso de osciladores locais em frequéncias distintas. Motivados por isso,
propomos uma montagem experimental que utiliza cavidades éticas para projetar ruido de fase
em ruido de intensidade, tornando dessa forma acessivel a medida de anticorrelagdo de fase entre
sinal e complementar.

Realizamos nossa proposta em carater preliminar, obtendo resultados encorajadores, embora
nao conclusivos, que indicam a existéncia de emaranhamento.

Abstract

Squeezing in the intensity difference of signal and idler beams generated by an OPO operating
above threshold was observed some time ago and presented one of the major attraction of this
system. Entanglement between the macroscopic fields, however, has not yet been demonstrated
in normal operation conditions above threshold (non-degenerate beams).

Using a non-separability criterion for continuous variables, we investigate whether the vari-
ances of a pair of EPR-like operators, difference of intensities and sum of phases of signal and
idler, can violate a Bell-type inequality and hence characterize entanglement. After a theoret-
ical study, we verified that entanglement can occur in an experimentally accessible region of
parameters.

This measurement was not performed to date owing to the difficulty of measuring the phase
quadratures, which usually requires the use of local oscillators with slightly different frequencies.
Motivated by this, we propose an experimental setup that uses optical cavities to rotate the noise
ellipse of each beam, projecting phase noise into intensity noise, thus allowing the experimental
access to the phase quadratures.

We preliminarly implemented our proposal and obtained promising although not conclusive
results, that indicate entanglement.
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CAPITULO XXI

De como filosofam Candido e Martinho ao avistarem a costa francesa.

— A propdsito — disse Candido —, acha que a terra foi primitivamente
um mar como se afirma nesse cartapdcio que pertence ao capitao?

— Nao creto absolutamente nisso — respondeu Martinho —, nem tam-
pouco em nenhuma dessas fantasias que nos tém impingido ultimamente.

— Mas para que fim foi entdo formado este mundo? — indagou Candido.

— Para nos enraivecer — respondeu Martinho.

— Nao se admira o senhor do caso que lhe contei, daquelas raparigas
do pais dos orelhdes, que amavam a uns macacos?

— Absolutamente. Nada vejo de estranho em tal pairdo. Vi tantas
coisas extraordindrias, que para mim ndo hd mais nada de extraordindrio.

— Acredita — perguntou Candido — que os homens se hajam sempre
massacrado, como o fazem hoje? Que sempre tenham sido mentirosos, tra-
paceiros, pérfidos, ingratos, ladroes, fracos, inconstantes, covardes, invejosos,
glutoes, bébedos, avarentos, ambiciosos, sanguindrios, caluniadores, debocha-
dos, fandticos, hipdcritas e tolos?

— F o senhor acredita — indagou por sua vez Martinho — que 0s gavioes
tenham sempre devorado os pombos quando se lhes apresentava ocasiao?

— Sim, certamente.

— F entao — tornou Martinho —, se 0s gavides sempre tiveram o mesmo
cardter, como quer que 0s homens hajam mudado o seu?

— Oh! hd alguma diferenga — objetou Candido — pois o livre arbitrio...

Enquanto assim filosofavam, chegaram a Bordéus.

Voltaire, “Céandido (ou o Otimismo)” (1759)
(extraido de http://www.ebooksbrasil.com/eLibris/candido.html)
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Dedicado a Divina Ironia, que tudo permeia.
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Capitulo 1

Introducao

O Oscilador Paramétrico Otico é um dispositivo capaz de gerar dois feixes tipo laser, chama-
dos sinal e complementar, a partir de um feixe de bombeio. Sua montagem consiste basica-
mente de um cristal, que interage com a radiacao de bombeio através de uma suscetibilidade
nao linear de segunda ordem X(Q), disposto no interior de uma cavidade ética. A partir de uma
determinada intensidade de bombeio, o OPO oscila, o cristal atuando como meio de ganho para
os feixes sinal e complementar e como meio de perda para o bombeio.

| Cristal . Complementar

Bombeio

Sinal

Figura 1.1: Elementos basicos do Oscilador Paramétrico Otico.

O fenoémeno fisico subjacente a seu funcionamento é a conversao paramétrica descen-
dente, que consiste basicamente na conversao de uma onda eletromagnética em duas outras
com frequéncias menores através da susceptibilidade nao linear de um cristal. Quando um OPO
gera duas ondas com frequéncias diferentes, é dito nao-degenerado. A conversao paramétrica
deve respeitar a conservagao da energia e do momento.

E possivel mostrar que, caso se incida um laser com alta intensidade sobre o cristal, sem o uso
da cavidade, os pares de fétons que satisfazem concomitantemente a conservacao de energia e de
momento possuem vetores de onda que formam dois cones no espago (que podem eventualmente
ser degenerados). Como a interacdo nao linear é muito fraca, pouquissimos fétons do bombeio
sao convertidos em pares nos modos sinal e complementar. Para a conversao tipo-1I (utilizada
em nosso OPO) o féton do modo sinal possui polarizagdo ortogonal aquela do fé6ton no modo
complementar.

Quando se dispoe a cavidade em torno do cristal, seu efeito é realimentar apenas alguns modos
do campo, aqueles para os quais ela é ressonante, criando condicoes favoraveis a amplificacao
dos campos sinal e complementar. Assim que as perdas nestes campos (geradas pela prépria
transmissao pelos espelhos da cavidade e por efeitos espurios) se igualam ao ganho gerado pelo
cristal, tem-se o estado estacionario, em que dois feixes macroscépicos tipo laser sao efetivamente
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criados pelo OPO, que pode entao operar em regime continuo.

Atualmente, nosso interesse neste sistema reside nas correlagoes de natureza quantica que
surgem entre sinal e complementar, implicita no préprio mecanismo da conversao paramétrica
descendente, que funciona féton a féton.

A correlagdo quantica significa que combinacbes dos dois feixes podem possuir flutuagoes
menores que o limite classico. Considere um feixe laser cujos fétons estao distribuidos ao acaso
em seu interior. Caso sua intensidade, proporcional ao nimero de fétons, seja medida com um
fotodetetor, serd percebida uma flutuacao em seu valor médio causada por esta aleatoriedade.
Se o nimero de fétons no feixe for muito grande, sua flutuagao de intensidade relativa sera muito
pequena, embora ainda mensuravel.

Figura 1.2: Separagdo de um feixe através de uma lamina divisora de feixes.

Suponha que, a fim de eliminar estas flutuagoes, alguém separe o feixe em dois com uma
lamina divisora (figura 1.2) que transmite metade do feixe incidente e reflete a outra metade.
Como os dois feixes sao produto do mesmo feixe inicial, pode parecer intuitivo que suas flutuagoes
temporais de intensidade serao idénticas e iguais & metade da flutuagao do feixe inicial (ou seja,
flutuagoes iguais se relativas as intensidades), de modo que a subtragao de suas fotocorrentes
serd nula e sem flutuagoes.

Em termos fundamentais, porém, cada féton do feixe inicial pode ser transmitido ou refletido
com 50% de probabilidade, nao podendo ser dividido ao meio. Assim, se o feixe inicial é formado
por fétons distribuidos ao acaso em seu interior, os dois feixes gerados pela lamina também assim
serao. A subtragao de suas fotocorrentes tera média nula e flutuagoes iguais a do feixe inicial.
Esta flutuagao é chamada “ruido quantico padrao”, ou shot noise. Sua origem, como se vé, é o
carater corpuscular da radiacdo!, que s6 pode ser entendido no contexto da mecanica quantica?
(do ponto de vista cldssico, nao existe justificativa para a existéncia de um ruido fundamental
minimo).

Em mecanica quantica, grandezas a serem medidas sao representadas por operadores, que
podem nao comutar. Isso dé origem a relagbes de incerteza como a de Heisenberg, e, conse-
quentemente, a grandezas conjugadas que nao podem, por principio, ser concomitantemente
conhecidas com precisao arbitraria. O shot noise surge exatamente destes tipos de relagoes de
incerteza, sendo definido como a flutuacao do nimero de fétons de um estado coerente, como o
que acabamos de descrever.

Os feixes gerados pelo OPO, entretanto, podem apresentar estatisticas de flutuagao nao

Por isso o0 nome shot noise, o ruido de um feixe de tiros dados ao acaso.

2A “inclusdo” de ruido quantico na subtracdo dos dois feixes também pode ser entendida como causada pelo
vdcuo que entra pela porta vazia do divisor de feixes (figura 1.2). Assim, os novos feixes sao resultantes nao
apenas da divisado do feixe inicial, mas também de sua mistura com o vacuo.



cldssicas, ou seja, flutuar menos que o shot noise® [1]. O processo que ocorre no OPO pode ser
entendido como a conversao de um féton do feixe de bombeio em um par de fétons, um no modo
sinal e outro no complementar (figura 1.3). Dessa maneira, fétons sdo sempre criados em pares
nos modos sinal e complementar, gerando uma correlacdo entre suas intensidades*. Quando suas
fotocorrentes sao subtraidas, o resultado é uma intensidade nula, sem flutua¢cdo no caso ideal
(feixes gémeos).

® O o
Complementar
o o P

® ® ® Sinal
® o

S

Figura 1.3: O processo de conversao paramétrica descendente gera correlacoes de intensidade
entre os feixes sinal e complementar.

De fato, numa experiéncia real a flutuagao nunca é nula, apesar de menor que o shot noise ou
“comprimida”. Ocorre que, por causa de imperfeicoes, um féton do par pode se perder, gerando
uma perda de correlacao entre os feixes. Se as perdas forem grandes, torna-se menos provavel
medir os dois fétons do par, e o ruido da subtracao tende ao shot noise.

Outro fator que diminui a compressao é a prépria cavidade do OPO. Como a cavidade
aprisiona a luz por um tempo caracteristico, é preciso esperar até que os dois fétons tenham
dela saido para se ver a correlacao nas intensidades dos feixes. Neste sentido, os feixes sao
gémeos dentro de um intervalo de tempo determinado, ou seja, existe uma grande chance de se
medir o segundo féton do par apés um intervalo caracteristico em relacao & medida do primeiro.
Caso se tente medir correlacao em tempos menores, a compressao tende a desaparecer.

Do ponto de vista quéntico, observaveis do campo eletromagnético devem respeitar uma
relacdo de incerteza. Para campos quase cldssicos (muito intensos), a grandeza conjugada &
intensidade € a fase. Assim, caso se medisse a subtracao das fases dos feixes sinal e complementar,
uma indeterminacao completa seria o resultado no caso ideal. Diz-se que a subtracao das fases
possui excesso de ruido (ou seja, maior que o shot noise), infinito no caso de um OPO ideal.

Existe ainda uma correlacao quantica mais profunda que a mera inibicao de flutuagao: o
emaranhamento®. O emaranhamento ocorre quando dois sistemas estao atrelados de tal maneira
que o conhecimento ou medida de um deles implica no conhecimento do outro; ou seja, o estado
de apenas um dos sistemas nao tem existéncia fisica: somente o sistema completo possui um
estado.

Para sistemas continuos, como no caso do OPO, um dos critérios, andlogo a desigualdades
do tipo Bell, para determinar se dois sistemas estao emaranhados é o critério de Duan e colab-
oradores [2]. Basicamente, se as variancias de operadores combinados dos sistemas (par tipo
EPR) violar uma desigualdade, entdo o emaranhamento esté caracterizado.

3Para que uma grandeza flutue menos que o shot noise, sua grandeza conjugada deve flutuar mais.

4Isso permite dizer que, pela conservacio da energia, a soma das frequéncias dos feixes sinal e complementar
deve ser igual a frequéncia do feixe de bombeio.

5Mais profunda no sentido de que, como veremos no critério de inseparabilidade apresentado nesta dissertacio,
é necessario uma compressao concomitante em dois operadores tipo EPR para que haja emaranhamento.



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

No contexto do OPO, o par EPR a ser testado é a subtracdao das intensidades de sinal e
complementar e a soma de suas fases. E simples mostrar que estas grandezas comutam e,
por conseguinte, podem ser concomitantemente conhecidas com precisao arbitraria. Como jé
sabemos, a flutuacdo da subtracdo das intensidades é comprimida, e das fases, excessiva. As
flutuagoes da soma das fases, entretanto, ainda nao foram medidas acima do limiar para um OPO
nao-degenerado. Se a soma das fases flutuar suficientemente pouco, pode haver emaranhamento.

Nossas previsoes tedricas apresentadas nesta dissertacao permitem dizer que existe uma
regiao de parametros experimentalmente acessivel em que ha emaranhamento.

Motivados por isso, apresentamos uma proposta original de medida na qual se busca carac-
terizar pela primeira vez o emaranhamento dos feixes sinal e complementar gerados num OPO
nao-degenerado acima do limiar®.

OPO’s produzem feixes sinal e complementar tipicamente separados em frequéncia por alguns
intervalos espectrais livres da cavidade [6], o que impossibilita o uso da técnica de detegao
homodina para acessar a anticorrelacdo de fase entre os feixes. Por isso, propomos utilizar
cavidades Oticas para girar de modo sincrono as elipses de ruido dos feixes [7].

Basicamente, o campo refletido por uma cavidade linear contém uma fase relativa, depen-
dente da frequéncia, em relagao ao campo incidente. Como o ruido do feixe incidente possui
varias frequéncias, cada uma destas componentes sofre um atraso em relacao ao valor médio do
campo. Se uma componente de frequéncia do ruido, inicialmente em fase com o valor médio,
é atrasada de 7/2, entéo ela passa a estar em quadratura. A componente em fase com o valor
médio é chamada amplitude do campo, enquanto a componente em quadratura estd relacionada
a flutuagoes de fase. Portanto, a cavidade pode projetar ruido de fase em ruido de amplitude,
proporcional ao ruido de intensidade, através do atraso dependente da frequéncia que ela impoe
as componentes de frequéncia do ruido.

Realizamos nossa proposta em carater preliminar, obtendo resultados encorajadores por
indicar a existéncia de emaranhamento, embora ainda nao conclusivos.

O uso de OPO’s operando acima do limiar para produzir campos intensos emaranhados
permite a demonstracdao de propostas no contexto de Informacao Quantica, como, por exemplo,
protocolos de criptografia [8].

SEmbora emaranhamento tenha sido indiretamente inferido em OPQ’s forcados a oscilar degenerados acima
do limiar através da injecdo de uma semente [3], a técnica utilizada para caracterizacdo de emaranhamento nao
permite seu uso em criptografia quantica. Também ja foi demonstrado emaranhamento no OPO abaixo do limiar,
tanto degenerado [4] quanto nado-degenerado [5].



Capitulo

Conceitos Introdutorios

2.1 O Campo Eletromagnético Quantico

Na Teoria Quantica, o campo elétrico livre é formado por infinitos modos de osciladores
harmonicos quanticos, cada qual relacionado a uma frequéncia prépria w.

A forma espacial dos modos depende das condicGes de contorno impostas no momento da
quantizacao, sendo descrita por fungoes que devem satisfazer relagoes de ortogonalidade dentro
do volume de quantizagao, ainda que infinito.

O carater quantico do campo é evidenciado pelo nimero discreto de excitacbes comportado
por cada modo. Estas excitagoes podem ser vistas como particulas do campo, os fétons, ou como
ondas estaciondarias com amplitudes restritas a valores discretos. Estas duas percepcoes do campo
sao complementares, cada qual facilitando a compreensao de tipos diferentes de fenémenos.

O operador campo elétrico livre é escrito como

h . )
Z “"5 fag ue(7 () e~ et — af (£) u (F) et & | (2.1)

A fungao uy(7) descreve o perfil espacial do campo no modo ¢, enquanto £ indica sua pola-
rizacao. Os operadores de aniquilagao e criacao, ay e ae destréem ou criam excitagoes no modo
£, os fétons, e satisfazem a relagao de comutacgao

lag,a}y] = du0 - (2.2)

E comum definirem-se as componentes de frequéncia positiva e negativa do campo elétrico,

respectivamente

ET (7 t) = ’LZ ’/%wj agug(F)e ™t E(Ft) = (E+(f’,t))T. (2.3)
V4
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Flutuacoes Quanticas do Campo

O operador nimero
Ny = az ay (2.4)

estd associado ao nuimero de fotons do campo. Os estados que possuem nimero de fétons bem
definido sao os estados de Fock, ou estados niimero. Sao, por isso, autoestados do operador
numero

Ne|n) =nn) , (2.5)

em que n ¢é inteiro e, portanto discreto. Os estados niimero sao ortonormais e formam uma base,
(nlm) = S S n)(n] = 1. (2.6)
n

Como ¢ intuitivo, o nimero de fétons possui relacao com a intensidade do campo. De fato,
o tratamento perturbativo pioneiro de Glauber [9] mostrou que o operador quantico associado
a medidas tomadas por um fotodetetor baseado no principio de destruicao de fétons é propor-
cional ao operador nimero. Embora esse tratamento nao seja mais aplicavel aos fotodetetores
atuais por conta das altas eficiéncias de fotodetecao disponiveis, o resultado original de Glauber
continua verdadeiro [10].

Desse modo, um estado niimero possui intensidade bem definida, e, assim, esta nao flutua *.
Usando as conhecidas relagoes

aln)y =+v/nin—1), alny =vn+1n+1), (2.7)
determina-se que
(N?) = (n|a'ad’aln) =n? = AZN =(N?) —(N)?=0, (2.8)

ou seja, o numero de fétons em um estado ntmero é perfeitamente determinado.
Para que os estados nimero sejam completamente definidos, é preciso definir o estado de
vacuo, o estado fundamental do oscilador harmonico, no qual o niimero de fétons é nulo, tal que

al0)=0. (2.9)

A partir das relagdes (2.7), qualquer estado nimero pode ser entendido como uma sucessao
de criacao de fétons a partir do estado de véacuo,

(ah)"

n!

|n) = |0) . (2.10)

Os estados de Fock sao muito tteis no tratamento tedrico de problemas em 6tica quantica,
pois sao autoestados da hamiltoniana livre do campo e formam uma base ortonormal, além de
obedecerem a relacoes uteis como as (2.7). Entretanto, sua criagdo em laboratério é de extrema

'H3 sutilezas. Quando se realizam medidas em feixes laser com uso de fotodetetores, deve ser levado em conta
o fato de ser o feixe formado por luz propagante, cujos fétons, apesar de existirem em nimero bem definido dentro
de um certo volume do feixe, podem estar distribuidos ao acaso em seu interior. Desse modo, a intensidade é
constante somente se o tempo de integracdo da fotocorrente pelo fotodetetor é grande. No caso acima, estamos
tratando de uma “caixa” com fétons e, portanto, de ondas estacionarias dentro de um volume de quantizagao
bem definido. Para maiores detalhes, ver [11].
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dificuldade, tornando-os por vezes menos interessantes que outras bases, como a base de estados
coerentes.

Tendo em vista campos eletromagnéticos, um tipo de estado comumente escolhido pela
natureza sao os estados coerentes |a), possuindo por isso forte analogia com estados cldssicos?.
Sua nomenclatura se origina do fato de terem coeréncia em j-ésima ordem (j sendo qualquer
nimero natural que se queira), o que s6 é satisfeito se a funcao de correla¢ao do campo fatora [12],

ou seja, se |a) é autoestado do operador a,
ala) =ala) . (2.11)

Podemos buscar escrever um estado coerente qualquer |a) na base de estados nimero,

[ee]

la) = Z cnln) . (2.12)
n=0
Usando as relagoes (2.7), determina-se uma relagao de recorréncia entre os coeficientes ¢,, da

expansao. Apdés se normalizar o estado |a), ele assume a forma
) = 4 3~ ) 213
a)y =e 2 —|n). .
n=0 m

Como o operador a nao é hermitiano, o nimero « é complexo, podendo variar continuamente.
A expressao acima revela que os estados coerentes nao possuem numero de fétons bem
determinado, a probabilidade P(n) de se medir n fétons sendo dada por

‘Oz|2n

. (2.14)

P(n) = |(nfa)|* = 71"

que é uma distribuicao de Poisson com média |a|? (figura 2.1).

0.2 P(n)
»
. || =2
0151
.
0.1 \
*
0.057 \
.
! .
T T T T T “"“.I,__\_\_I T "
o p] 4 B g 10 12 14

Figura 2.1: Os circulos indicam a probabilidade de se medir n fétons no estado coerente a com

|a] = 2. A curva continua é uma poissoniana.

Esta seria a distribuicao obtida caso se realizasse a mesma medida sobre muitos sistemas
preparados no mesmo estado coerente. Para tal distribuicao, é simples mostrar que sua variancia

2De fato, uma das principais caracteristicas da natureza é introduzir dissipacéo, e a dissipacéo tipicamente leva
o campo em questdo a um estado coerente (vécuo, por exemplo). Por exemplo, um feixe laser muito atenuado
tende a uma estatistica poissoniana de nimero de fétons. Isso de modo algum implica que estados coerentes nao
possam ser obtidos em sistemas altamente nao-naturais, tal como um laser ideal muito acima do limiar.
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é igual a média e, por isso, a varidncia de diversas medidas do nimero de fétons num estado
coerente 6 A2N = (N) = |a|*.

E possivel mostrar que a probabilidade de se medir n particulas em um feixe de corpusculos
classicos nao ordenados é também uma distribuicao de Poisson: por este motivo, o ruido do
estado coerente recebe o nome especial de shot noise, ou ruido padrao, pois esta relacionado ao
carater corpuscular da radiacao, os fétons.

Qualquer que seja o estado do feixe, fazendo-se um histograma da magnitude da fotocorrente
obtém-se acesso & estatistica de medidas do operador intensidade. Para um estado coerente,
como vimos, a variancia desta distribuicao seria igual a média, caracterizando uma curva pois-
soniana. Quanto maior a intensidade do campo, maior a variancia absoluta desta distribuigao
e menor a relativa. Para altas intensidades, sua forma tenderia a uma gaussiana, o que nos
permite uma simplificacdo na caracterizacao do ruido do feixe: processos gaussianos sao com-
pletamente determinados apenas pela média e variancia, sendo desnecessarios momentos de
ordem superior [12].

Por isso, como sempre trabalhamos com feixes macroscopicos intensos, cuja fotocorrente
nunca se anula e varia continuamente sem apresentar “saltos”, o ruido é representado por sua
variancia A2N. No caso do shot noise, vimos que

A*N = (N), (2.15)

Portanto, o shot noise é proporcional a intensidade média do feixe, e deve ser nulo para
intensidade nula. Este é o modo de se testar experimentalmente se a medida de shot noise, o
ruido de referéncia para todas as medidas de flutuacao, é confidvel.

Como vimos, ao contrario de um estado coerente, um estado nimero medido por um tempo
longo forneceria sempre a mesma fotocorrente, livre de flutuacao. O histograma de fotocorrente
seria uma funcgao muito estreita. Estados com ditribuicao de fétons cuja varidncia é menor que
sua média sao ditos “sub-poissonianos”.

Esta determinagao completa da intensidade de um estado ntimero, caracteristica de particulas
presas numa caixa, gera uma indeterminagao completa em sua fase, pois particulas nao possuem
fase. Vejamos como se pode justificar melhor esta idéia.

Quadraturas do Campo

Relacionadas a intensidade e a fase do campo, existem ainda outras grandezas que podem
ser medidas: suas quadraturas. E facil verificar que os operadores

X=a+ad e Y=—ila—adl) (2.16)

sao hermitianos. Em analogia com um campo cldssico, eles representam as amplitudes das
componentes cos(wt) e sen (wt) do campo, e satisfazem a relacao de comutagao

[(X,Y]=2i, (2.17)

e, portanto, a relagao de incerteza
A2X A’Y > 1. (2.18)

Campos quanticos podem ser representados no espaco de fase, a chamada “representacao de
Fresnel” por sua analogia com amplitudes complexas cldssicas [13]. Eliminando a dependéncia
temporal, um campo cléssico ¢ = |¢| e!?c pode ter sua amplitude e fase denotadas por um vetor
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no plano complexo. A componente real deste vetor é a fracdo da amplitude do campo que
multiplica o termo cos(wt), a parte imagindria estando em quadratura com esta componente,
assim multiplicando o termo sen (wt) = cos(wt — 7/2).

No caso quantico, os eixos do plano estao relacionados aos operadores de quadratura X e Y
acima definidos. Como se pode notar, existe uma arbitrariedade na definicao das quadraturas,
ja que a fase do campo é sempre definida a menos de uma constante. Nesta situacao, pode ser
atil definir a quadratura generalizada Xy,

Xg=ePa+eal | (2.19)

cuja quadratura conjugada é Xg, /o.

Esta arbitrariedade desaparece, por exemplo, quando se mede a diferenca de fase entre
dois ou mais campos, o que possui significado fisico. A fim de explorar a existéncia de um
referencial privilegiado de quadratura — o referencial do valor médio do campo — definiremos as
quadraturas amplitude e fase, que permitem relacionar de modo simples flutuacoes de quadratura
com flutuagoes de intensidade e fase (figura 2.2).

If

X
Figura 2.2: Quadraturas amplitude e fase do campo.

Se o campo possui fase média ¢ e amplitude média |al, tem-se que

p = e ¥ate¥al, (2.20)
qg = —ile®a—e%al),
teriam valores médios cujos eixos coincidiriam, respectivamente, com os tomados na direcao da
amplitude do campo e na direcao ortogonal a esta. Por isso, chamaremos estes operadores de

quadratura amplitude e quadratura fase.
Por exemplo, considerando um estado coerente com valor médio o = |a|e'?, tem-se

(p) =2laf,  (g)=0. (2.21)

Para analisar as flutuagoes de intensidade e fase em termos de flutuacoes das quadraturas
amplitude e fase, seguimos a analogia com a descrigao cldssica, obtendo

ON = % op (2.22)
2
0o = @ dq ,
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em que, para um operador genérico 0, tem-se 00 = 6 — (0).

A primeira destas equagoes pode ser mostrada invertendo-se as relagoes (2.20) para se re-
presentar a e a' em termos de p e g, e substituindo-se o resultado na definicio do operador
numero,

1
N= 0+, (2.23)

da qual obtém-se diretamente que 6N = (p) dp/2.

A segunda das equagdes (2.22), no entanto, guarda algumas sutilezas, pois nao existe um
operador hermitiano de fase do campo que seja simples e de facil utilizagdo, embora exista o
operador de fase de Pegg e Barnett [14]. Apesar disso, é possivel mostrar que a equagao acima
é vélida no limite de campos intensos e cujas fases sofrem pequenas flutuagoes [13].

Conclue-se disso que a flutuacao de intensidade, facilmente mensuravel com o uso de fotode-
tetores, d& acesso direto a flutuagdo da quadratura amplitude, pois

4
op=——=0N . (2.24)
(N)
Além disso, vé-se de (2.22) que a flutuacao de intensidade cresce linearmente com a amplitude
do campo, enquanto a flutuacao de fase descresce com seu inverso.
Podemos calcular o comutador entre N e ¢,

[6N,60] = [p,q] = 2i, (2.25)
mostrando que estes operadores satisfazem a relacao de incerteza®
((6N)*) ((69)*) > 1, (2.26)

em que se usou A%6 = ((66)2).

Segundo esse ponto de vista, a flutuacao de intensidade do campo e sua flutuagao de fase sao
grandezas conjugadas. Isto estd em acordo com o dito anteriormente sobre os estados niimero
(figura 2.3), aparecendo mais claramente a total incerteza em sua fase em oposicdo a plena
determinacao de sua intensidade.

Y

Figura 2.3: Representagao de um estado niimero no espaco de fase e imagem correspondente da
evolucao temporal do campo.

3Ressaltamos que este ndo é um resultado formal, sendo vélido apenas para campos intensos.



2.1. O CAMPO ELETROMAGNETICO QUANTICO 11

X

Figura 2.4: Representagdo de um campo coerente no espago de fase e imagem correspondente
de sua evolucao temporal.

Os estados coerentes possuem flutuagoes igualmente distribuidas entre as quadraturas. Com
o uso de (2.20), tem-se
A’p=A%=1, (2.27)

para qualquer estado coerente.

Vemos que as flutuagoes de quadratura implicam que os estados coerentes sao estados de
incerteza minima (aqueles para os quais vale a igualdade em (2.18)) com flutuacoes igualmente
distribuidas entre as quadraturas. Estas sao mais duas caracteristicas que aproximam um estado
coerente de um estado cléssico.

Normalizar pela intensidade média o shot noise obtido a partir de (2.15) fornece diretamente
o ruido das quadraturas de um estado coerente. Define-se assim o shot noise normalizado, que é
uma forma simples de definir um padrao para as medidas de ruido. Desse modo, qualquer ruido
medido pode ser normalizado pela intensidade média do feixe, e comparado facilmente com o
shot noise normalizado.

Para os estados numero, embora seja impossivel definir as quadraturas em relagao a fase
do valor médio, determina-se que suas flutuacoes de quadratura generalizada sao igualmente
distribuidas,

A’Xg=2n+1, V6. (2.28)

Entretanto, suas quadraturas apresentam excesso de ruido (maior que o shot noise norma-
lizado) se n # 0. Esta equacdo nos mostra também as limitacoes da representagao de Fresnel
pois, neste caso, nao ha conexao fisica clara entre as flutuagoes de quadratura e flutuagoes de
intensidade e fase.

Estado Coerente como Deslocamento do Vacuo

O caso particular de @ = 0 mostra ser o vacuo um estado coerente. Como o ruido de
quadratura de um estado coerente independe da fase de a (que nao é definida), o vacuo é
representado no espaco de fase simplesmente como um circulo de ruido centrado na origem com
raio unitario.

A tnica diferenca entre o vacuo e qualquer outro estado coerente é o ponto no qual estd
centrado o circulo de ruido, dado pelo valor médio do estado. Um estado coerente pode entao
ser entendido como o vacuo deslocado da origem para um ponto qualquer do espago de fase.
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Matematicamente, isso se expressa com o uso do operador deslocamento D(«) [12],
D(a) = e ~a"a (2.29)

tal que
|a) = D(«)]0) . (2.30)

O operador de deslocamento possui algumas propriedades muito tteis e facilmente demons-
traveis,
D(a) = e~lol® goal gata (2.31)

Di(a) = D'(a) = D(=a) ,
D' (a)aD(a) =a+a,
D(a)a'D(a) = a' + o,
D(a+ ) = D(a)D(B)e"1m{as"}
Na primeira das relacoes acima, foi usada a identidade de Baker-Hausdorff entre operadores,

€A+B — eA €B e—[A,B}/2 ’ (232)
vélida sempre que [A,[A, B]] = 0.

Estados Comprimidos

O chamado limite classico para flutuacoes, o shot noise, pode ser violado por uma classe
de estados quanticos. Como operadores devem respeitar regras de comutagao que levam a
principios de incerteza, a diminuicao do ruido de uma grandeza deve implicar no aumento de
ruido na grandeza conjugada.

Os estados do campo para os quais uma das quadraturas flutua menos que o shot noise sao
chamados “estados comprimidos”. Sua representacao de Fresnel difere da representacao de um
estado coerente apenas pelo ruido (figura 2.5).

Uma classe importante de estados comprimidos sdo aqueles com incerteza minima. Assim
como um estado coerente é obtido deslocando-se o vacuo, um estado comprimido de incerteza
minima é obtido através do deslocamento do vacuo comprimido. Analogamente ao vacuo coe-
rente, estado fundamental do oscilador harménico, o vacuo comprimido |0, {) é representado por
uma elipse de ruido centrada na origem, sendo matematicamente obtido pela agdo do operador
de compressao S(¢), definido como

5(¢) = (¢ a®—Cal?)/2 . C=retd (2.33)
sobre o vacuo coerente,
10,¢) = S(¢)]0) - (2.34)

Deslocando-se o viacuo comprimido, obtém-se um estado comprimido de incerteza minima
|a? C>7
|, ¢) = D(a)S(¢)[0) - (2.35)
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If

X

Figura 2.5: Representagao de um estado comprimido no espaco de fase. A direita, imagem
intuitiva de um estado comprimido em amplitude.

O operador S(¢) também possui propriedades que tornam mais simples célculos de média e
variancias de operadores do campo,

ST(¢) =571¢) = 5(=¢)
St(¢)aS(¢) = a coshr —af e 2@ senhr ,
St(¢)atS(¢) = al coshr — ae?®senhr |
SHOX +iY)S(() = X1e " +iXqe",

(2.36)

em que X' +iY’' = (X +14Y)e™* é um referencial de quadratura girado de ¢ em relacdo a X e
Y definidos em (2.16).
Por exemplo, o nimero médio de fétons em |«, ) é dado por

(@, ¢INa,¢) = (0,¢|D'(a)a’ D(a) D¥(a)a D(a) [0,¢) (2.37)
= (018(¢)a’ S(¢) S7(Q)a 5(C) 0) + |l
= (0| (a' coshr — ae*@senhr) (a coshr — al e=2?senh ) |0) + |a|?

= |a|? +senh?r .
De maneira andloga, calculam-se as relacoes

AZN = |accoshr — a*e?i® se1r1h7“|2 + 2 cosh? r senh %r ,

AX' =€, AY' =e". (2.38)

Disto se vé que o angulo ¢ fornece a inclinagao do eixo menor da elipse de ruido em relacao
ao eixo da quadratura X, enquanto o parametro r regula o nivel de compressao e excesso de
ruido das quadraturas X’ e Y.

O uso das quadraturas amplitude p e fase g definidas em relacdo ao valor médio permite
novamente relacionar de maneira muito simples flutuacoes de quadratura com flutuagoes de
intensidade do campo. Colocando em evidéncia o = |a|e™ na primeira das equacoes (2.38),
obtém-se

A%N = |a)? | coshr — €29 senh 7|? + 2 cosh? r senh 27 | (2.39)

cujo minimo corresponde a situacdo ¢ = ¢, e maximo, a ¢ = ¢ + w/2. Isto é, o minimo de
flutuagoes de intensidade ocorre quando o eixo menor da elipse de ruido (flutuacdo minima da



14 CAPITULO 2. CONCEITOS INTRODUTORIOS

quadratura amplitude p) estd alinhado com o valor médio do campo, enquanto o maximo ocorre
sempre que o eixo maior da elipse (flutuagdo maxima de p) se alinha ao valor médio.

Um curioso caso particular de estados comprimidos de incerteza minima é o préprio vacuo
comprimido. Impondo o = 0 em (2.37), vé-se que seu nimero médio de fétons é ndo nulo
Este é o estado do campo saido de um OPO degenerado abaixo do limiar de oscilagao [12].

Entretanto, como estamos interessados em feixes intensos, é mais interessante considerarmos
a situacdo em que |a|? > 1, de tal forma que os termos que ndo multiplicam |a|? possam ser
desprezados. Neste limite recupera-se o significado total da representacao de Fresnel.

Mostraremos que os feixes produzidos no OPO sao correlacionados de tal forma que o ruido
da subtracao de suas fotocorrentes é menor que o shot noise, mesmo na situacao em que cada
feixe individual possui excesso de ruido [16]. A subtracao das amplitudes, portanto, se encontra
num estado comprimido.

2.2 Teoria de Flutuacoes

Uma possibilidade de caracterizar o ruido é medir sua varidncia. Porém, uma caracteriza-
¢ao mais completa pode ser obtida através da fungdo de autocorrelacao temporal C(t,t') [11],
definida, para um sinal de fotocorrente i(t), como

C(t,1") = (i(t)i(t)) — (i(®) () - (2.40)

Para processos estacionarios, com os quais estaremos trabalhando, a funcao de autocorrelacao
s6 depende da diferenga de tempos 7 = t—t', ou seja, C(t,t') = C(7), ndo dependendo do instante
inicial.

A funcao de correlacao quantifica o quanto um sistema esta correlacionado a outro. No caso
tratado, ela determina o quanto o sinal de fotocorrente num tempo qualquer se assemelha a
si num instante posterior. Isso da a idéia de periodicidade, e é de fato util determinar quais
componentes de frequéncia estao presentes no ruido e com que magnitude.

Para tanto, toma-se a transformada de Fourier da funcao de autocorrelagao, definindo-se o
chamado espectro de ruido S(£2), °®

= /C(T) eV dr (2.41)

O espectro de ruido da flutuacao da fotocorrente fornece a poténcia do ruido na frequéncia {2,
igual ao quadrado do moédulo do coeficiente da sendide com frequéncia €2 no espaco de Fourier.
Estes coeficientes sao um continuo, dados pela transformada de Fourier,

= [sitye at. (2.42)
em que i(t) = i(t) — (i(t)). Portanto, tomando a transformada de Fourier inversa,
/ di(Q) e dQ (2.43)
E simples mostrar que, como ja dito,
(5i(Q)[6i(Q)]*) = 2m6(Q — Q') (), (2.44)

4A curiosa distribuicio do nimero de fétons de um estado comprimido, evidéncia de seu cardter genuinamente
quéntico, pode ser encontrada em [15].
5Quando nio especificado, integrais tém como limites —co e +00.
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ou seja, S(€) é proporcional a (|§i(€2)[?) caso se elimine a divergéncia desta quantidade [11]. De
fato, fisicamente esta divergéncia nunca existe, pois se mede o espectro de ruido num intervalo
de tempo finito, além de se usar um filtro em frequéncia. A partir desta expressao, vé-se que a

variancia é simplesmente a funcao de autocorrelagao calculada em 7 =0,

A% = (82i(t)) = C(r = 0) = /S(Q)g . (2.45)

Para fazer a transposicao para o caso quantico, consideremos um operador 6(t). Definimos
sua flutuacao como

86 = 06— (6) . (2.46)

A transformada de Fourier deste operador é entao
, dQ
- / so(t) ¥ dt | —> S6(t / 5o(Q) e &2 (2.47)

da qual segue que

5t t):(/ 56() = & )T / 561 (€2) e dQ — 567(Q) = / 5ot (1) e dt . (2.48)

Supondo que o operador 6(t) é hermitiano, entao necessariamente vale que

So(t) = 86T (t) = [06()]" = 66(—Q) (2.49)
Analogamente, seu espectro de ruido Ss é definido por [17, 18, 19]

(66(2) d6(—Q)) =27 6(Q — Q') S5(Q) . (2.50)

O espectro de ruido é a grandeza fisica medida pelos aparelhos analisadores de espectro.
Estes aparelhos também sao capazes de fornecer a evolucao temporal da poténcia de ruido em
uma componente de frequéncia especifica.

2.3 Representacoes da Equacao Mestra

A base de estados numero, apesar de formalmente utilizada em muitos calculos em Otica
quantica por diversos motivos, pode nao ser uma boa escolha para se representar estados
quanticos em algumas situacgoes.

Frequentemente estamos interessados em determinar teoricamente o ruido de um sistema
quantico em seu estado estacionério de equilibrio. Usar a base de estados de Fock neste caso seria
desnecessariamente trabalhoso, uma vez que, como esses estados nao possuem individualmente
fases bem definidas, qualquer tentativa de se representar ruido de fase requereria o uso da
expansao completa, portanto infinita, do estado sob estudo na base de estados nimero.

Um método alternativo de se representar um estado quantico é através das representacoes
na base de estados coerentes [10, 12, 20]. Existem diversas possibilidades de representagao nesta
base por causa da supercompleteza destes estados. De fato, usando a expansao de um estado
|a) na base de estados nimero dada em (2.14), vé-se que

(alB)? = 7l (2:51)
e, integrando sobre todo o plano complexo com o uso de coordenadas polares, tem-se
/\a><a| 2o =1, (2.52)

em que d?’a = d(Re{a})d(Im{a}).
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2.3.1 Operador Densidade

As representacées de quase probabilidade que veremos a seguir representam o operador
densidade p do sistema, equivalente ao vetor de estado. Este operador aparece no contexto de
problemas em que é 1til determinar a evolucao de uma mistura de estados, em contraposicao a
um tnico vetor de estado. Se um sistema se encontra num estado quantico puro |¥), entao p é

um projetor, definido como
p=|UNT| . (2.53)

Seu uso é particularmente 1til em problemas nos quais o estado quantico do sistema nao é
puro, mas consiste de uma mistura estatistica de estados quanticos, caso em que p assume a

forma

p=> peltoe) (W , dope=1. (2.54)
0 0

A mistura estatistica significa que o estado |¥) do sistema pode ser algum dos estados
quanticos |1y) com probabilidades cldssicas p, > 0, em contraposigdo a um estado puro, em que
o sistema se encontra numa superposicao coerente de estados |y).

Por exemplo, considere um tnico féton sendo incidido sobre duas fendas [21]. Caso o féton
nao seja medido no caminho, a probabilidade de que atravesse uma das fendas é meio, e, como
o caminho seguido é totalmente indeterminado, a probabilidade de medi-lo na tela de projecao
apés as fendas sofre efeito de interferéncia entre os dois caminhos possiveis.

Sejam |1) e |2) os caminhos que levam o féton até o anteparo através da fenda 1 ou 2,
respectivamente, e ¢1(x) e ¢o(x), as defasagems sofridas pelo féton ao passar pela fenda 1 ou 2
até chegar ao ponto x sobre a tela de projegao. O vetor de estado |¥) do féton é dado por

2)) = (0@ 4 i)
W ( )>—\/§( 2D + 2 )2)) . (2.55)

O ntumero médio de fétons em x é, a menos de uma constante de normalizagao,

1
(V)| N[¥(z)) = SN+ 2[N[2) +2 cos[gr(x) — d2(2)] (LN [2))  (2.56)
= 14 cos[gr(x) — ga(x)] (1| NV [2)
em que se supds (1| N |2) real. E possivel mostrar que a média acima poderia ser calculada
através da identidade, valida para qualquer operador 0,

(0y = Tr{op} . (2.57)

Vemos no termo cos[p1(x) — ¢p2(z)] a interferéncia entre os caminhos. O nimero que fornece
a amplitude deste cosseno é o elemento diagonal de p entre os estados |1) e |2).

Se, por outro lado, o féton é medido para se saber por qual fenda passou, seu estado colapsa e,
embora a probabilidade de que um féton seja detetado em determinada fenda ainda seja meio,
o fenébmeno é descrito como se cada féton se encontrasse numa mistura estatistica, portanto
classica, inexistindo a interferéncia. E preciso usar o operador densidade neste caso. O estado
do féton é

ip1(x) ili
7Y = { e 1) com probabilidade 1/2, (2.58)

ei?2() |2) com probabilidade 1/2.

Portanto seu operador densidade se escreve

p=5 I+ 120 (259)
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Usando, (2.57), tem-se, a menos de um fator de normalizagao,
(N)(x) = cte . (2.60)

Ou seja, o nimero médio de particulas medidas na posicao = da tela independe de x, sendo
uma constante.

A fim de se observar a diferenca entre este 1ltimo operador densidade, resultante de mistura
estatistica, e um operador puro, calculemos o operador p do exemplo anterior, em que havia
interferéncia,

p =11+ [2)(2] + ei(¢1(x)*¢z(x))|1><2‘ + e*i(¢1(x)*¢z(x))‘2><1| ] (2.61)

Neste caso aparecem termos cruzados, os responsaveis por fenomenos de interferéncia. Por
isso estes termos sao chamados coeréncias.

Para se distiguir facilmente entre estados puros e misturas estatisticas, basta utilizar o
fato [22]
=1 se o estado é puro ,

. L (2.62)
<1 para misturas estatisticas.

Tr{p?} {
Além disso, sempre se tem Tr{p} = 1, o que significa que o sistema estd, com probabilidade
unitaria, em algum estado quantico.

Tracgo Parcial e Decaimento

O operador densidade também se mostra poderoso no tratamento de sistemas em interagao
com um reservatério. Um exemplo de tal situagao sao os modos do campo eletromagnético no
interior de uma cavidade Otica com espelhos altamente refletores. A luz em seu interior forma
aproximadamente um modo estacionario do campo, ligado fracamente ao universo exterior pelas
pequenas transmissividades dos espelhos.

Caso se criem alguns fétons em um modo da cavidade, os mesmos irao “vazar” para o exterior:
o modo interno decai. Observando o sistema todo, é certo que nao hé decaimento algum, o f6ton
apenas passa de um lugar para outro. O decaimento s6 ocorre quando se esta interessado apenas
no subsistema da cavidade. E em célculos como esse que o operador densidade apresenta grande
utilidade.

Considere um reservatério formado por um nimero muito grande de osciladores harmonicos
(hamiltoniana Hpg) com frequéncias préprias w;, e um subsistema formado por um oscilador
harménico (hamiltoniana Hp) com frequéncia wy, fracamente ligados pela hamiltoniana de in-
teracao V. Assim, a hamiltoniana total tem a forma

H=Hy+Hp+V, V({t)=hla"T{t)e“! +alT(t)e ™04, (2.63)
em que a é o operador de criacao do subsistema e b;, do reservatério, sendo

D(t) =) _gjbje ™", (2.64)
i

e g;, constantes de acoplamento reais.
A equacao que fornece a evolucao do operador densidade total ppr do sistema é deduzida a
partir da equacao de Schroédinger para vetores de estado,

d
h—pr = |H . 2.65
ihopr = [H,pr) (2.65)
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Fazendo o comutador e usando o fato de que a interagao é fraca [12], toma-se o trago parcial
de pr a fim de eliminar a informacgao sobre o estado do reservatério, para se obter o operador
densidade reduzido p do subsistema,

p="Tr{pr} = (wilorluy) . (2.66)
J
em que foram denominados |u;) os vetores da base de estados do reservatério.
A operacao de trago parcial permite descrever apenas o subsistema de interesse. Comumente,
o operador densidade reduzido é uma mistura estatistica de estados.
Assim, supondo-se ainda que o reservatério € o vacuo, chega-se a equagdo de evolugao para
o subsistema p, denominada equac¢ao mestra,

d
ih—p = [Ho, p] + Ap., (2.67)
em que se definiu
Ap=~2apal —atap—pata), (2.68)

responsavel pelo decaimento do subsistema.

Caso se queira incluir mais osciladores harmonicos no subsistema de interesse, desde que seu
numero seja muito menor que o numero de osciladores do reservatério, basta adicionar hamilto-
nianas proprias e termos de decaimento para estes osciladores, além de eventuais hamiltonianas
de interagao. Como se vé, a generalizacao é simples.

2.3.2 Representagoes de Quase Probabilidade

Para se extrair resultados da equacao mestra, é preciso transformé-la em equagoes para
funcoes e nimeros, o que se faz projetando-se p numa base. Como dissemos, usar a base de
estados coerentes pode ser vantajoso.

A seguir, abordaremos as representacoes de quase probabilidade mais utilizadas no contexto
do OPO, a representagao P de Glauber-Sudarshan e a funcao de Wigner.

Representacao P

A maneira mais simples de se tentar representar p na base de estados coerentes é fazé-lo em
analogia ao usual para bases discretas,

P /P(a,a*) la){a| 2, (2.69)

em que a integral é feita sobre todo o plano complexo, e d’a = d(Re{a})d(Im{a}). Note que
esta é uma espécie de representacao nos elementos diagonais, pois o projetor usado é |a){al, e
nao |a){c/|; isso s6 é possivel por causa da supercompleteza dos estados coerentes.

Assim ¢é definida a fungdo P de Glauber [23] e Sudarshan [24], que ndo é necessariamente
bem comportada para todos os tipos de estados [10, 12].

Note que

1="Tr{p} = /d2aP a, o Z nla)(aln) = /d2aP a, o) {ala) (2.70)
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em que foi usada a propriedade ciclica do trago, Tr{ABC} = Tr{CAB} = Tr{BC A}, de modo
que

/P(a,a*)d2a =1, (2.71)

a fungdo P(a,a*) é normalizada.

Por causa destas caracteristicas, P(a,a*) parece ter o papel de uma densidade de proba-
bilidade. Entretanto, deve-se lembrar de que os estados coerentes nao sao ortogonais, o que
inviabiliza esta interpretagao. Além disso, P(a, a*) pode assumir valores negativos e altamente
singulares. ©

Por estes motivos, fungoes como P(a, a*) sao denominadas representagoes de quase proba-
bilidade. Apesar de possuirem propriedades intrinsecas a funcées de densidade de probabilidade,
abrigam concomitantemente caracteristicas contrarias as mesmas.

Para se determinar a distribuicao P(«, a*) a partir do operador densidade é preciso utilizar
a funcao caracteristica, definida como

X(n) = Te{e™ ~7"ap} (2.72)

que também pode ser escrita como x(n) = Tr{D(n)p}, a média do operador de deslocamento,
definido em (2.29). E comum definirem-se também a fungao caracteristica em ordem normal e
em ordem antinormal’, respectivamente

v () = Tr{e"™ e~ ap) | (2.73)
—n*a nal
xa(n) = Te{e™™ %" p} .

As relagoes entre fungoes caracteriticas com ordenamentos diferentes podem ser deduzidas
usando a identidade de Baker-Hausdorff (2.32).

Substituindo o operador densidade p por sua representagdo P equivalente (2.69), a fungao
caracteristica em ordem normal (2.74) pode ser escrita como

() = / (ale™ e 9a) P(a, o) dPa = / 101" P, o) d2ar (2.74)

Tomando a transformada de Fourier inversa em duas dimensoes, pode-se sempre calcular a

funcao P(a, ™) como
1 * *
*\ an*—a*n
Pla,a®) = = /e xn(n)dn . (2.75)
As equacoOes abaixo fornecem exemplos de funcbes P para os estados coerente e nimero.
Como se vé, elas assumem valores singulares mesmo para estados que se assemelham a con-

figuragoes classicas, como os coerentes. Fssa é uma desvantagem da representacao P.

p = |ao)(ag] = P(a,a*) = 8?(a — o) (estado coerente) ,
1 e 2\ (2.76)
= ¥ = o 2 . ,
p=|n)(n| — P(a, ) 1 (3&8&*) 0“(a)  (estado nimero) .

6 Ainda assim, existe um caso muito particular e restrito em que P(,a*) se aproxima de uma densidade de
probabilidade. Se dois estados coerentes |a) e |o’) sdo tais que |a| < ||, a ortonogonalidade é aproximadamente
verificada (2.51); portanto, esta interpretagio é possivel se P(a, a™) é sempre positiva e varia lentamente nessas
escalas.

"A ordem normal de um operador genérico 6 funcio de a e af, denotada por : 6 :, significa que operadores de
aniquilacio devem ficar & direita de operadores de criagio. Por exemplo, se 6 = a(a')?a®a’, tem-se : 6 := (a')® a* .
O oposto caracteriza a ordem antinormal.
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As fungoes caracteristicas correspondentes sao

x(n) = ena’ —n"a (estado coerente) ,
x(n) = Z %‘nﬁm (estado nimero) . (2.77)
= (mh)2(n —m)!

Outra caracteristica da funcao P(«,a*) é atuar como uma densidade de probabilidade
no célculo de produtos de operadores do campo em ordem normal. De fato, {(a")"a®) =
Tr{(a")"a®p}, ou seja,

((a")a®) = /(a*)ras P(a, o) d?a (2.78)

valendo, portanto, a identidade
((ah)a®), = ((@") a®)p . (2.79)

Desse modo, médias de operadores do campo em ordem normal usando o operador densidade
sdo substituidas por médias dos nimeros complexos a e a* em P(«,a*), tornando os cédlculos
mais simples.

Representacao P da Equagao Mestra

Essa equivaléncia de calculos no espaco de operadores utilizando-se p e no espaco de fungoes
usando-se P(a, *) é mais profunda: a prépria equagdo de evolucdo de p, a equacdo mestra,
pode ser equivalentemente convertida numa equagao de evolugao para P(«, ™) [10].

Definindo por conveniéncia os estados de Bargman

la) = el 20y = Jja)(al| = |a)(a el (2.80)

nota-se que, com o uso de (2.7), tem-se

atfla) = Z\%\/wumw (2.81)
0
2 1oy

De modo anélogo,

(olla = -0 ol (2.82)
Assim, dada a representacao P,
p= [lla)alle ™" Pla,a®) da, (289
deduz-se que®
i 0 1o p(a, a*) d?

a'p= [ o-(lla)fal) e Pla,a”) d (2.84)

e, integrando por partes,
atp = / o) (|| e 1 (o — %) P(a, o) d*a . (2.85)

*Note que - (| = 0.
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Fazendo um célculo andlogo para a, obtém-se a seguinte tabela de correspondéncia:
ap < aP(a,a), (2.86)
T * *
a — | —— ) Pla,a),
p o (a"— 5 ) Plaa)

pa (a— 0 )P(a,a*),

pal < a*Pla,a*).

A representacdo P foi associada a funcao caracteristica em ordem normal e ao célculo de
produtos de operadores do campo em ordem normal, enquanto as grandezas experimentalmente
acessiveis a medida aparecem geralmente em ordem simétrica por serem hermitianas. Além
disso, foi mostrado que, para os estados que melhor representam configuracoes classicas, os
estados coerentes, a fungao P(«,a*) assume formas singulares.

Por estes motivos e por outros ainda nao mencionados, a representacao P ¢é mais uma
ferramenta matemadtica do que uma forma intuitiva de se entender os fenémenos e estados
quanticos.

Existe uma funcao de quase probabilidade que preenche esta lacuna, tendo sido de fato criada
com base em analogias com a descricao da mecanica cldssica, a fungdo de Wigner.

Funcao de Wigner

A funcao de Wigner foi a primeira distribuicdo de quase probabilidade introduzida na
mecanica quantica [25]. Ela é mais facilmente definida como a transformada de Fourier da
funcao caracteristica em ordem simétrica (equacao (2.74)),

1 * *
W (o, a*) = —2/6’7 1\ (n) dn . (2.87)

™

A funcao de Wigner sempre existe, sem a necessidade de uso de fungoes generalizadas, mas
nao é necessariamente positiva, sendo por isso também impossivel interpreta-la como uma den-
sidade de probabilidade no caso geral. Sua relagdo com a func¢ao P(«, ™) é obtida substituindo

na equagao acima x(n) por xn(n),

1 * *
Wiaa®) = — [ e xn(me 2 dy (2.88)

]. * *
- 5 / Te{p el o) o= (a=a)y o =Inl2/2 g2,
1 * * *
= /p(ﬁ) (0" —a) = (B=e)=lnl*/2 g2, 123
cuja integral pode ser calculada usando a identidade

1 / N+t g2, _ ;ew/k , (2.89)
m

vélida se Re{A} > 0, o que fornece

W(a,a*) = % / P(B)e25—oP 23 (2.90)
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A funcao de Wigner serve como densidade de probabilidade no célculo de momentos dos
operadores do campo em ordem simétrica’, que sdo operadores hermitianos,

Ha"(ah)}) = /ar(a*)s W (a, a*) d2a . (2.91)

Por isso, a funcao de Wigner tem um apelo cldssico maior que as outras distribuigoes. Além
disso, contornos apropriados da fungdao de Wigner fornecem os circulos e elipses de ruido da
representacao de Fresnel.

Figura 2.6: Funcao de Wigner de um (a) estado coerente, (b) estado comprimido e (c) estado
numero com 3 fétons. Nas duas primeiras figuras, as setas indicam a representacao de Fresnel
correspondente.

De fato, analisando as figuras 2.6, vé-se que a representacao de Wigner de um estado coerente
pode ser chamada de uma representacao de Fresnel em trés dimensoes, seu circulo de ruido
de quadratura sendo dado por um corte da funcdo de Wigner numa altura apropriada. A
semelhanga se mantém ainda na localizacao do centro da gaussiana, distante || da origem e
com raio vetor fazendo um angulo ¢ com o eixo z (supondo a = |al ™).

O mesmo pode ser dito acerca de um estado comprimido do campo. Neste caso, o contorno
da fungao de Wigner, por exemplo, a meia altura méxima, é uma elipse, como no diagrama de
Fresnel.

A funcao de Wigner pode ser usada como indicadora de que um estado é nao-cldssico, caso
em que ela apresenta valores negativos, como para os estados ntmero.

Alguns exemplos de fungao de Wigner sao (figura 2.6)

_ _ 2
2|a—ao (estado coerente) ,

e
2.92
(=1)" e 2oL, (4]a?)  (estado ntmero) , (2.92)

ERINERIN]

em que L, sao os polinomios de Laguerre de ordem n.

Outro exemplo de imagem com apelo intuitivo fornecida pela fungao de Wigner é a evolucao
temporal de um estado coerente. Classicamente, um oscilador harmonico evolui temporalmente
no espaco de fase seguindo uma trajetéria circular centrada na origem. Analogamente, a fungao
de Wigner do oscilador harmonico quantico num estado coerente evolui do mesmo modo, com a
unica diferenca de que a trajetéria nao é executada por um ponto bem definido, mas por uma
gaussiana, de modo a levar em conta a indeterminacao quantica no conhecimento simultaneo
das duas quadraturas.

Representacao de Wigner da Equacao Mestra

O fato de que a funcao de Wigner permite calcular médias de operadores em ordem simétrica,

9Por exemplo, a ordem simétrica de a' a é dada por {a'a} =a'a +aa’.
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valendo a identidade
({a"(a)*}), = (" (@*)")w (2.93)
também nos induz a buscar uma equacao de evolugao para a funcao de Wigner que corresponda
a equacao mestra do operador densidade.
Para tanto, uma sequéncia de passos deve ser seguida. Primeiramente, encontra-se a equacao
de evolugao da funcao caracteristica, multiplicando-se a equacao mestra pelo operador desloca-
mento D(3) (2.29) e tomando-se seu trago. Neste processo, ocorre a correspondéncia direta:

0 0 0
— Tr{D(8)=p} = = 2.94
em que se usou a definigao (2.75) de x(3).
Como
D = ¢Pal=B*a _ 18?2 Bal —p*a 7 (2.95)
segue que
0 G*
—D=-"D+d'D 2.
5 2 +a'D, (2.96)
9 p
D=—-—=D-D
85" 2 @
ou, em ordem antinormal,
D = elfP/2g="aghal (2.97)
ou seja, 9 _ 7 T
—D=—D+D 2.
a5 5 + Da' , (2.98)
0 B
D==D—aD.
ap== 27 ¢
Assim, encontram-se as correspondéncias
D= ﬁ i)D DT:<_E E)D 92
a <2+8ﬂ , a 2+35 , (2.99)

“D:@_ag*)l)’ D“:<_§_ag*)D

Com isso, substitui-se qualquer produto de a, al e D(3), por um operador diferencial agindo
sobre D([3). Efetuando o trago, obtém-se Tr{D(3)p} = x(8), com o que se chega a uma equagao
diferencial para x ().

A seguir, toma-se a transformada de Fourier da equacao obtida. Novamente, aparece a
correspondéncia direta

to g O 0 oy o 0
[ereet Sx@)do = 5 [T B = S Wlaat) . (2:100)

Termos tais como os tratados abaixo podem aparecer na equagao para x((). Suas agoes
correspondentes sobre a fungao de Wigner sao calculadas como

' )
[t g s = - g ),
65 a—o ﬁﬂ* X(ﬂ) dZB — —W(Oé,Oé*) ’
da 2.101)
Bra—arg O 2, 0, graarp o0 . (
[ et S @ s =~ [ T () = ot Wana)

cq—a*g O
[ B d B = —a Waa®)
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Para termos mais complicados, tem-se, de maneira andloga,

B*a—a*f *i 29 i ﬁ*afa*ﬁi 2 __2 *
ey s = o [ @ s = — W (aat)]. (2102

Fazendo estas correspondéncias, obtém-se a equacao de evolucao para a funcao de Wigner.

2.3.3 Equacao de Fokker-Planck

A equagoes de evolugao para P(a, ™) e W(a, o) usualmente encontradas em problemas de
Otica quantica sao equagoes de Fokker-Planck.

As equagoes de Fokker-Planck sao muito usadas para determinar a evolucao temporal de
fungoes de probabilidade,

8 — —
! Z o1 Z B, 8x] (@) | p(2) , (2.103)

em que ¥ = {z1,x2,...,Tn} é 0 vetor de varidveis de uma fungao p(Z) qualquer.

Os termos A;(Z) causam mudangas no valor médio da distribui¢ao, sendo por isso denomi-
nados termos de arrasto, enquanto D;;(Z) sao os termos de difusao, responsdveis por eventuais
alargamentos da distribuicao no espaco de variaveis.

Esta equagao para p(Z) é equivalente a um sistema de n equacOes para as varidveis z;,
chamadas equacdes de Langevin. Definindo o vetor de varidveis X = (x1,...,2,)7, o vetor de
arrasto A = {A;} e a matriz de difusao D = {D;;}, o sistema equivalente é

d
7X= A(zZ,t) +B(Z,t)E(t), (2.104)
em que B é tal que BB = D, e E = {F;} é um vetor de forcas estocésticas com média nula

(E;(t)) = 0, também conhecidas como forcas de Langevin, que obedecem a

(Bi() E5(t))) = bi0(t — ') . (2.105)

Processo de Ornstein-Uhlenbeck

Apesar de a solugao deste sistema nao ser trivial de modo geral, existe um caso em que
sua solugao é simples e, apesar de particular, é muito geral em fisica. Trata-se de um vetor de
arrasto proporcional as varidaveis x; e uma matriz de difusao constante, o chamado “processo de
Ornstein-Uhlenbeck”. O movimento browniano de uma particula num gas, por exemplo, é um
processo desse tipo.

Neste caso, a equacao de Fokker-Planck assume a forma

8 o 0
M; C; Dy, P(z) , 2.106
ot { Z@azz (Z i >+ Z iz 00, | T (2.106)
em que M;; e C; sao constantes.
As equacoes de Langevin correspondentes sao
d
Ex(t) = Mx(t) + C + BE(t) , (2.107)

sendo M e C as matrizes dos coeficientes M;; e C;, respectivamente.
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Determinacao do Ruido

Frequentemente estamos interessados no espectro de ruido do estado estacionério do sistema.
Ou seja, quaisquer efeitos transientes podem ser ignorados. As derivadas temporais em (2.107)
sao nulas nesta situacao, o que permite obter faciquente os valores estaciondrios 7; das varidveis,

x=M "C. (2.108)

Os ruidos sao determinados no dominio de frequéncia. Para a varidvel z;(t), por exemplo,

tem-se

5a5(Q) = / 5 (t) @ dt | (2.109)

em que 6x;(t) = z;(t) — z;.
Portanto, a equacao para os ruidos tem como solucao

6x(Q) = (M —iQ) 'BE(Q) . (2.110)

As forcas de Langevin em frequéncia, como é facil verificar, satisfazem relagoes analogas as
(2.105),

A partir destas relagoes, é possivel obter o espectro de ruido S;(€2) de cada varidvel z;(£2)
com o uso da matriz de variancias V(§2), definida como

276(Q — Q) V(Q) = (0x(Q) 6xT (—-Q")) , (2.112)

que, neste caso, fornece
V(Q) = M-iQ) DM +i0)"t. (2.113)

Os espectros de ruido S;(€2) sdo obtidos através da soma de elementos de V(£2).

Vimos que o procedimento padrao na resolucao de uma equacao mestra é primeiro converteé-
la numa equacao de Fokker-Planck para a distribuicao de quase probabilidade escolhida e, a
seguir, obter um sistema de equagoes de Langevin.

Este sistema, por sua vez, fornece os valores estacionarios das amplitudes e fases das variaveis
do problema, bem como o comportamento de seus ruidos.

2.4 Emaranhamento

Emaranhamento!® é uma correlacio puramente quantica entre subsistemas. Em termos
simples, nada mais é que uma superposicao quantica de estados no caso especial em que os vetores
da base do sistema completo sao um produto tensorial de vetores das bases dos subsistemas, sendo
necessario que o estado do sistema total nao possa ser escrito como um produto tensorial de
estados quanticos dos subsistemas (nao-separdvel).

Por exemplo, no caso mais simples de dois subespacos (a generalizagdo para um nimero n
qualquer de subsistemas é direta) de Hilbert & e &£, o espago total 7 serd o produto tensorial
dos dois subespagos, 7 = & ® &. Sejam, respectivamente, |¢;)1 e |¢;)2, 1,7 € {1,2..,00} 0s
vetores de base dos subespacos &1 e £; a base de vetores do espago total é |7;;) = [¢i)1]|P))2.
Portanto, um estado qualquer |¥) do sistema completo pode ser escrito nesta base como

W) = cijloale) , (2.114)

Z‘?j

YEm inglés, entanglement.
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em que c¢;; sao os coeficientes complexos da expansao. O emaranhamento existe se nao valer a
condicao
/

Cij = CZ‘C]- Vi,j . (2.115)

Neste caso, nao estao definidos estados para cada um dos subsistemas: apenas o estado
global possui existéncia fisica. Apesar disso, a medida de um dos subsistemas colapsa o vetor
de estado total, tal como ocorre quando se mede o estado de uma particula quando ela nao se
encontra num autoestado do operador medido. A diferenca é que o colapso ocorre nesta base
formada pelo produto tensorial de varios subsistemas, significando que, ao se medir apenas um
deles, todos passam a possuir estados definidos. Isso pode dar origem a efeitos nao-locais [29].

Se, por outro lado, é verdadeira a condigao (2.115), entdao o estado é dito separdvel, nao
havendo emaranhamento. Isso significa que |¥) pode ser escrito como

) |

7

(Z Cz‘|¢z‘>1> > Gl (2.116)
J
= [pn)lye),  emque 1) = cildin s|w2) =D o),

? J

ou seja, |¥) pode ser escrito como um produto tensorial de um estado [¢;) do subespago & por
um estado [1)2) do subespago Fo. Vemos que nesse caso cada subsistema possui seu estado bem
definido, sendo independente do outro.

O emaranhamento é uma correlagao entre subsistemas exclusivamente quantica, indepen-
dente de base e, portanto, sem andlogo classico. Atualmente existe uma busca por se controlar
esse fenomeno por causa de sua forte utilizacdo na area de Informacao Quantica. Além dos
diversos algoritmos existentes para computagdo quantica, o emaranhamento é essencial para
criptografia quantica e teletransporte [30].

2.5 Cavidades Oticas e Feixes Gaussianos

De modo genérico, uma cavidade ética é uma regiao do espaco em que se confinam, por
algum tempo, ondas eletromagnéticas. Experimentalmente, isso é obtido com o uso de espelhos
convenientemente alinhados.

As cavidades éticas podem desempenhar diversas fungoes, tais como: intensificar o campo
eletromagnético de interesse em seu interior, filtrar ruido de quadratura, servir como espectro-
metro e projetar ruido de fase em ruido de intensidade. No caso do OPO, a cavidade também
seleciona as frequéncias dos feixes sinal e complementar e os realimenta possibilitando a oscilagao.

O interesse em perfis transversos cuja intensidade descresce a partir do eixo como uma
gaussiana surge do fato de serem estes 6timas aproximacoes para os modos quase estacionarios'
de uma cavidade Fabry-Perot com espelhos esféricos.

De fato, o laser que utilizamos como bombeio para o OPO é construido para que seu feixe
de saida tenha perfil gaussiano fundamental. Isso tem implicacoes praticas em experiéncias nas
quais se precisa que o feixe seja bem acoplado a alguma cavidade (acordo de modo). Por fim,
trataremos da maneira como se pode modificar o feixe para que o acordo de modo seja satisfeito.

"Podemos entender um modo estacionério da cavidade como aquele que possui um perfil transverso cuja forma
nao se altera apds uma volta na cavidade a menos de um fator de escala.
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2.5.1 Cavidade Fabry-Perot

As geometrias mais utilizadas para cavidades oOticas sao a cavidade em anel e a Fabry-Perot
(figura 2.7). Na primeira, de geometria triangular, somente um de seus trés espelhos, o espelho
de acoplamento, permite a troca de energia entre os campos interno e externo a cavidade, o
campo interno possuindo apenas um sentido de propagacao.

Por outro lado, a cavidade Fabry-Perot é formada por dois espelhos parcialmente refletores
que acoplam o campo intracavidade aos feixes incidente, refletido e transmitido. Neste caso, o
campo intracavidade é aproximadamente uma onda estaciondria de luz, sendo esta afirmagao
exata no limite de espelhos perfeitos (transmiténcias nulas), caso em que a cavidade isolaria
perfeitamente seu interior do resto do universo.

De fato, como este limite, além de pouco interessante pelo fato de que nenhuma luz poderia,
em contrapartida, entrar na cavidade para formar um modo estacionario, é impossivel de se re-
alizar experimentalmente, o que se tem na verdade sdo “modos quase estacionarios”, entendidos
como modos do universo submetidos as condigoes de contorno impostas pelos espelhos [26].

E; Ee B,
— 5
% b

E,

T1 EC! T2

Figura 2.7: Geometrias mais utilizadas para cavidades éticas. A esquerda, cavidade em anel, e
a direita, cavidade Fabry-Perot.

Trataremos aqui da cavidade Fabry-Perot por ser a mais utilizada em nossos experimentos.
Entretanto, grande parte dos resultados a seguir sao facilmente generalizados para a cavidade
em anel.

No caso idealizado de espelhos infinitos e ondas planas, tal tipo de cavidade é totalmente
caracterizado pelos coeficientes de reflexao de amplitude r; (que fornecem diretamente os coefi-
cientes de transmissao t;, dados por r2+t7 = 1) de seus dois espelhos i (i € {1,2}), pela distancia
L entre eles e pelas perdas espurias A sofridas pela radiagao, resultantes de imperfeicoes nas
superficies dos espelhos, efeitos de difracdo no caso de espelhos finitos etc. Definem-se também
os coeficientes de reflexao e transmissao de intensidade, respectivamente R; = 7“2-2 el; = t?.

Campos Refletido, Transmitido e Intracavidade

Quando se faz incidir uma onda eletromagnética plana com frequéncia v e vetor de onda k
(na diregao do eixo da cavidade) sobre um de seus espelhos, as ondas refletida e transmitida pela
cavidade serao o resultado de multiplas interferéncias entre as ondas transmitidas e refletidas
por cada espelho. Somando todas essas contribuicoes, podemos deduzir as expressoes para os
campos refletido F,, transmitido E;, interno copropagante (em relagao ao feixe incidente) E., e
interno contrapropagante E. (figura 2.7).

Denominando o espelho de entrada (cujas caracteristicas serao denotadas pelo indice “17)
aquele que recebe a onda incidente, e de saida (indice “2”), o que permite a passagem da onda
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transmitida, tem-se, na situagdo estaciondria, para o campo intracavidade copropagante,

E, = t1 B e®(1 4 ryro ®*L 4 292 4Rl 433 ORL ) (2.117)
t1 ez’kz
1— ryrg e2kL 0

Analogamente para o feixe contrapropagante,

179 eik(2L—z)

By = E;, (2.118)

1 — ryry e2kL

em que foram levadas em conta as inversoes de fase sofridas pelas ondas ao serem refletidas pelas
paredes internas dos espelhos'?.

O feixe refletido pela cavidade é simplesmente a parte do feixe incidente diretamente refletido
pelo espelho de entrada somado a parte do feixe intracavidade contrapropagante transmitido por
este mesmo espelho,

b1ty ekl
=y B

Por outro lado, a onda transmitida pela cavidade é a parte do feixe intracavidade copropa-

E.=rmE +tEs = (2119)

gante transmitida pelo espelho de saida,

t]. t2 eikz

2ikL

S T

(2.120)

Outra maneira de deduzir os resultados anteriores é escrever as relacoes entre os campos
sobre os espelhos [13]. Seguindo a figura 2.7, é facil ver que

E, = rE +tEy, (2.121)
E, = te*lE, .

E. = tHiE;—mEy,

E, = —re¥lE,.

Resolver estas equacoes em termos de F; fornece novamente as expressoes ja obtidas.

Reflexao e Transmissao

A reflexdo R e transmissao T de intensidade da cavidade sdo definidas como as fracoes da
intensidade incidente que sao refletida e transmitida pela cavidade, dadas pelos quadrados dos
médulos de FE,/FE; e E;/E; (equagoes (2.115) e (2.116)),

Ri1 + Ry — 2/ R1 Ry COS(2]€L)

1+ R1Ry — 2v/R1 Ry cos(2kL) ’
T T

1+ R1Ry — 2/R1 Ry cos(2kL)

(2.122)

Um resultado antiintuitivo destas expressoes é a transmissao total da luz pela cavidade caso
R1 = Ry, nao importando quao pequenos. Isso ocorre por causa da interferéncia perfeitamente
destrutiva entre o feixe intracavidade contrapropagante transmitido pelo espelho de entrada e

12A fase existente entre as ondas refletida e transmitida pela superficie de um espelho séo consequéncia da
conservagao da energia.
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o feixe incidente diretamente refletido pelo mesmo espelho. Note que, para que isso ocorra, é
necessario que a luz tenha tido tempo de se refletir infinitas vezes no interior da cavidade, de
modo a podermos realizar as somatérias de todas as ondas parciais refletidas, como em (2.117);
em outras palavras, isso s6 ocorre para ondas planas no estado estacionario, nao se referindo a
pulsos de luz. Para se tratar estes casos, basta decompor os pulsos em componentes de Fourier
(ondas planas) e levar em conta sua propagacao espacial (em geral, isto implicard reflexdo nao
nula pela cavidade, e ndo mais transmissao total).

Note também que R e T s@o expressoes simétricas em Ry e Ry (ou 11 e T»). Isto significa
que os campos refletido e transmitido sao exatamente os mesmos ainda que se troque o espelho
de entrada pelo espelho de saida. No entanto, a diferenca se torna aparente nas expressoes para
os campos intracavidade,

Ty
I.=|E.]? = I, 2.123
e = |Ed 1+ RiRy — 2y/Ri Ry cos(2kL) ( )
T\ R
IC,E‘EC/|2 _ 1012 Ii,

1+ R1Ry — 2/R1 Ry cos(2kL)
em que I; é a intensidade da onda incidente; nelas fica claro que o campo intracavidade nao é
0 mesmo caso se troquem os espelhos. Se, por exemplo, a cavidade é formada por um espelho
altamente refletor e outro pouco refletor, colocar o primeiro como espelho de entrada tornaré o
campo intracavidade muito menor do que colocar o segundo.

Ressonancias e Intervalo Espectral Livre

Analogamente a uma onda estaciondria numa corda presa pelas extremidades, o campo
intracavidade serd maximo se as amplitudes de suas miiltiplas reflexoes internas se somam para
qualquer ponto interno, ou seja, se a fase da onda varia de um multiplo de 27 numa volta
completa pela cavidade. Isso se vé no denominador comum as expressoes (2.122), que pode ser
reescrito como

= + riry — 2ri7ro Ccos .
D 1+ 72r2 -2 2kL 2.124
= 14732 — 2riry + 4ryro sen?(kL)
4
= (1 —r1r9)*(1 + msen?(kL)), em que m = o ,
(1 - 7‘17“2)2

cujo minimo ocorre se sen(kL) = 0, ou seja, se o comprimento de onda A da radiagao satisfizer
a conhecida relacao L = p%, em que p é um numero inteiro.
No dominio de frequéncia angular, as ressonancias w, ocorrem sempre que

W) = 27Tpi : (2.125)

o que define o intervalo espectral livre Aw, (em inglés, free spectral range — FSR), a distancia
em frequéncia entre ressonancias sucessivas,

Awe = wPH) — P) = ﬂ'% (2.126)
em frequéncia angular, ou, em frequéncia v,
c
Av, = —. 2.127
Y (2.127)

Note que o inverso de Av,. é o tempo que um féton leva para dar uma volta completa na
cavidade.
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Figura 2.8: A esquerda, a transmissao da cavidade em funcao de seu comprimento. O intervalo
espectral livre (FSR) é o intervalo em frequéncia entre picos sucessivos de ressonancia. A forma
lorentziana de um tnico pico de ressonancia é mostrada a direita junto com a indicacao da
largura de banda da cavidade.

Largura de Banda

As equagoes (2.118) mostram que as curvas de transmissao e reflexdo da cavidade em fungao
da frequéncia sao bem aproximados por lorentzianas para cavidades de alta finesse. Podemos
nos perguntar qual é a largura & meia altura dw de cada lorentziana (em inglés, full width at
half mazimum, ou FWHM)'3,

Denominando o minimo de D acima definido como D,,;,, podemos determinar esta largura

impondo D = 2D, 0 que fornece

sen (kL) = i% . (2.128)

As cavidades éticas comumente usadas possuem espelhos com coeficientes de reflexao maiores
que 90%. Sendo assim, m é um nimero muito grande, de maneira que é licito fazer a aproximagcao
em primeira ordem sen(z) &~ x para obter

C
~+— 2.12
W L vm (2.129)

o que implica ser possivel aproximar a largura em freqiiencia angular do pico de ressonancia, ou
largura de banda da cavidade, por

2¢ (1 — vR1R») '

= TSGR (2.130)

w=wy —w_
Assim, se 1,79 — 1, entao dw — 0.

Finesse

A finesse F' é definida como a razao entre o intervalo espectral livre e a largura de banda da
cavidade. De acordo com os resultados anteriores, a finesse é dada por F' = 7y/m/2, ou

(]%1]%2)1/4
1—VRiRy

13 Alguns autores se referem a largura de banda como metade da largura & meia altura.

F=rx (2.131)
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Se T1, Ty < 1, vale a aproximagao

2T

o2 2.132
T+ 15 ( )

de onde se vé que a finesse d4 uma medida direta das perdas pelos espelhos. Por isso, a finesse
é uma medida de o quao perfeita é a cavidade para armazenar a parte da energia incidente que
chega a seu interior.

De fato, usando (2.119), a intensidade do feixe intracavidade nesta aproximacao é dada por

I. F? T
Er (2.133)
I; ™ 1+ 2 sen 2(7)

Se um dos espelhos ¢é perfeito, T» =~ 0, entdo, na ressonancia,

max
Ic

I;

2
~—F, 2.134
= (2.134)
em que fica mais claro o significado da finesse comentado acima.

Cavidade com Perdas

A radiacao eletromagnética intracavidade sofre perdas que advém néo apenas da transmissao
dos espelhos das cavidades, mas também de imperfeicoes em suas superficies, bem como poeira
sedimentada, ou mesmo difracdo no caso realista de espelhos finitos: estes tipos de perdas sdo
aqui referidas como “perdas espurias”.

Para efeitos de céalculos, uma cavidade real com perdas espurias pode ser substituida por
uma cavidade ideal contendo um espelho em seu interior de modo a refletir para seu exterior
exatamente a quantidade de radiacao que é perdida na cavidade real (figura 2.9).

FEi Ee A
> E,
—> —_—

Ry Ry

Perdas

Figura 2.9: As perdas espurias sdo equivalentes a um espelho colocado no interior da cavidade
de modo a desviar parte da radiagao.

Os resultados entao obtidos para a largura de banda e coeficientes de reflexao e transmissao
da cavidade sao os mesmos obtidos anteriormente com a substituicao 175 — To + A, em que A é
a fracao da intensidade da radiacao eletromagnética intracavidade que é perdida espuriamente.
Portanto, o espelho de saida da cavidade é matematicamente equivalente a uma fonte de perda.



32 CAPITULO 2. CONCEITOS INTRODUTORIOS

2.5.2 Feixe Gaussiano

Como dissemos, o interesse no estudo de feixes gaussianos provém de serem estes excelente
aproximacgao analitica de facil tratamento para os modos estacionarios de cavidades Fabry-
Perot [27].

Um feixe laser é uma onda propagante cujo campo elétrico possui uma envoltéria muito bem
localizada espacialmente. A equacao de onda,

16 5

neste caso, nao fornece nenhuma pista da melhor solucdo a ser escolhida. Porém, como o feixe

V2E(7 t) +

em geral se propaga com dispersao muito pequena, podemos escolher o eixo z sobre sua diregao
de propagacao e usar a equagao de onda na aproximagao paraxial.

Em primeiro lugar, separamos a variacao espacial da temporal, e eliminamos a variacao
répida (da ordem de um comprimento de onda da radiagio) em z, de modo que E(F,t) =
Eou(7) e** ¢t3 (Ey é uma amplitude complexa contendo informacao sobre o médulo e a fase
inicial do campo; Z, sua polarizagao). Com isso se obtém um perfil espacial do campo elétrico
que, por ser restrito a regioes préximas ao eixo de propagacao, satisfaz

82

Sou() . (2.136)

0 0?

82
’@U(F)

Usando estas aproximacoes na equacao de onda, obtém-se a equacao de onda na aproximacao
paraxial para a envoltéria espacial u(7) do campo elétrico,
0? 0? 0
—u(F) + =—u(r) + 2ik—u(r) = 0. 2.137
52 7)) + 20k () (2137)
O operador 88—;2 + 88—;2 é também chamado laplaciano transverso, denotado por V..
Das solugbes mais simples para a equacdo exata (2.135), a mais interessante para nossos
propdsitos é a onda esférica, pois possui um ponto s = (¢, yy, z5) como fonte e amplitude que
diminui com a distancia

p(7,7f) = \/(a: —xp)?+ (Y —yp)? + (2 — 2p)? (2.138)
a fonte, da forma
L ket
u(r) = ———e N 2.139
" p(7, 7F) (2.139)

Também podemos escrever a onda esférica na aproximagcao paraxial, fazendo

(z —25)* + (y — ys)?

p(F,Tp) ~ 2z —2p+ , (2.140)
J ! 2(z — zy)
de modo que
1 _ 2 _ 2
u(z,y,z) = R0 exp <2k: (z wf)QR—i(_z()y vr) ) , R(z)=z—2z, (2.141)

em que R(z) é o raio de curvatura da onda. Em vez de se definir R(z) em relagdo ao ponto de
fonte, é possivel defini-lo em relagdo a um plano anterior qualquer, localizado em 7 = (0,0, 2p),
no qual seu valor é conhecido e vale Ry, ou seja,

R(z)=2z—20+ Rp . (2.142)
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Para finalmente se obter uma onda com perfil transverso finito, basta notar que R(z) com-
plexo ainda mantém wu(z,y,z) como solugao [27]. Introduzindo um raio de curvatura inicial
complexo gg no plano zy, o raio de curvatura generalizado ¢(z) dependera de z da forma

q(2) =2z—20+qo, (2.143)

de maneira que, a partir da definicao

= +i—, (2.144)

obtém-se a envoltoria

1 2 | ,2 2, ,2
u(z,y, z) = o) exp <zk‘x Ty gty ) . (2.145)
ql\z

QQT(Z) QQi(Z)

Figura 2.10: Perfil transverso de intensidade de um feixe gaussiano TEMj.

Agora o feixe possui um perfil transverso cuja amplitude se anula em pontos distantes do eixo.
Por sua variagao ser gaussiana, este é o chamado modo gaussiano transverso fundamental
da propagacao livre, ou TEMy . Em notacio convencional,

w@,y,2) = - w(z)

2 2
r T
exp | ——5— +iv=— —w(z) |, 2.146
em que R(z) é o raio de curvatura da frente de onda, w(z), um parametro que fornece a escala
de variacao tranversal do perfil, ou seu “tamanho” transversal, também chamado de spot, e r, a
distancia ao eixo de propagacao.

Uma conta simples mostra que, em r = w(z), a amplitude do campo elétrico cai para 1/e de
seu valor méaximo (no eixo) e, portanto, a intensidade cai para 1/e? =~ 0,135 de seu valor no eixo
(figura 2.10). Assim, praticamente toda a energia do feixe se encontra dentro de uma distancia
w(z) a partir do eixo. A equagao

1 1 A

) " ’Re) e (2.147)

Do inglés, Transverse Electromagnetic Mode.



34 CAPITULO 2. CONCEITOS INTRODUTORIOS

fornece a variagdo dos parametros reais do feixe com a coordenada z. Se
1
q =1i—, (2.148)
?R
em que zr é o comprimento de Rayleigh e, sendo wy a cintura do feixe,
w3
A 9

entao a variagdo dos parametros do feixe com a distancia percorrida z a partir da cintura é

2R = (2.149)

2\ 2
w(z) = wo 1+(—) , (2.150)
ZR
2
R(z) = z—l—?R,

Y(z) = arctan (i)

Como se vé nestas expressoes, o comprimento de Rayleigh zp é uma medida da difracao do
feixe na diregao de propagacgao, e esta univocamente relacionado a cintura do feixe, que por sua
vez fornece o tamanho transversal minimo que o feixe adquire durante a propagagao.

Isto fica mais claro na expressao de w(z), que cresce linearmente para distancias grandes a
partir do plano da cintura do feixe com o fator de escala zr. Desse modo, feixes muito focados
(wo pequeno) sofrem efeitos de difracdo mais acentuados.

A fase ¢(z) é a chamada fase de Gouy, primeiro observada pelo cientista homonimo. Ele
descobriu experimentalmente que um feixe gaussiano TEMgy ganha, em relagdo a uma onda
plana, uma fase /2 a mais ao se propagar de —oco a oo passando por zp, o plano de sua cintura.

Na verdade, existem modos gaussianos de ordem superiores. Seus perfis espaciais sao dados
por gaussianas multiplicadas por polinomios de Hermite, sendo por isso chamados modos de
Hermite-Gauss.

| /;’
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Figura 2.11: Perfil transverso de intensidade de modos Hermite-Gauss de ordem superior.

A expressao do envelope gaussiano TEM,,,, (figura 2.11), em que n e m sdo nimeros naturais

e C é uma constante de normalizacao, é

_ ¢ V21 @ex —T2 ZETQ —1 z
un,m(a:,y,z)—w(z)Hn (w(2)>Hm (w(z)> p( w2(2)+ B Pn,m )>. (2.151)
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Nesta equacao, o Unico parametro que varia diferentemente com a distancia em relagao ao modo
fundamental é a fase de Gouy,

() = 0+ o+ 1) avetan () (2.152)

ey 1‘\‘;"‘5‘:‘:“\'}““\\\
5‘1“{.‘\\\1\1\1\\‘\“‘.\
“l‘“‘l“‘“ﬂ\\\\“\\“
b
-

; J&ﬁ, %
S
i

it
' ::’O'i‘ ALY
p'r::’l

TEM,! TEM, !

Figura 2.12: Perfis transversos de intensidade de modos Laguerre-Gauss TEMf7 de ordem supe-

rior.

O laplaciano da equacao de onda pode também ser escrito em coordenadas cilindricas, caso
em que se obtém solugoes gaussianas multiplicadas por polinémios de Laguerre generalizados,
dando origem aos modos de Laguerre-Gauss TEMf) da propagagao livre (figura 2.12),

V2r ‘ o[ 2r? r? T or?
——— |exp | — — i
w(z) P\ w?(z) w?(z) AR(2)

em que p e £ sao nimeros inteiros, com ¢ > 0, e C’ é uma constante de normalizacao. Novamente,

ub(r,0,2) = C' +il(z)+00),  (2.153)

apenas a fase de Gouy sofre modificacoes,

wf;(z) = (2p+ ¢+ 1) arctan (i) . (2.154)

2.5.3 Feixes Gaussianos em Cavidades Oticas

A base de feixes gaussianos é muito utilizada justamente por ser boa aproximacao para os
modos normais das cavidades Fabry-Perot. O modo normal da cavidade é aquele que nao sofre
alteracao, a menos de um fator de escala, apds completar uma volta na cavidade.

Vimos que a frente de onda de fase de um modo gaussiano é uma onda esférica com raio de
curvatura R(z). Por conseguinte, um espelho esférico com raio de curvatura igual a frente de
onda de um feixe gaussiano ira refletir o feixe sobre si mesmo, como se fosse uma reversao tem-
poral; dois espelhos com os raios de curvatura corretos distanciados apropriadamente, podem,
em vista disso, aprisionar um determinado modo gaussiano.

Considere um modo gaussiano com cintura wg em z = 0. Seu raio de curvatura é, para

qualquer ponto z,
z
R(z)=z+ 2 (2.155)
z
em que zp é o comprimento de Rayleigh definido em (2.149). Dois espelhos com raios de

curvatura R; e Ry, separados pela distancia L e localizados respectivamente em 21 e 29, tal que
zo — 21 = L, irao confinar o modo gaussiano que satisfizer

PRI R (2.156)
21

2R
ZQ+_:R27
22
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em que foram levadas em conta as convencoes de sinal para raios de curvatura: para um feixe
gaussiano, R < 0 na convergéncia e R > 0 na divergéncia; para espelhos, R é positivo se o espelho
é concavo quando visto de dentro da cavidade, e negativo caso seja convexo sob o mesmo ponto
de vista.

Resolvendo-se o sistema (2.156), encontra-se a solucdo para zg,

VL(Ri —L)(Ry — L)(Ri + Ry — L) .

2.157
|R1 + Ry — 2L ( )

ZR —

Este é o comprimento de Rayleigh dos modos gaussianos que “cabem” na cavidade. Suas
cinturas correspondentes sao facilmente determinadas usando (2.149). Propagando-se o feixe
até as posicoes z1 e zy dos espelhos, tem-se

Ry — L

_ _L 2.158
21 R1+R2—2L ) ( )
Bl
* T Ri+Ry-2L

As cavidades mais usadas em nossos experimentos, confocal e concéntrica, possuem con-

figuragoes simétricas, Ry = R, para as quais a relagao (2.157) se simplifica,
L(2R—-L
ZR = # . (2.159)
2
E comum utilizar a notacao

g=1—— gp=1—-—=, (2.160)

em termos do que zg, 21 € 25 ficam

—
Vg192(1 9192)L ’ (2.161)

ZR =
91+ 92 — 29192
(1l -g) I (1 —g2)
| =———1L, 29 =
g1+ 92 — 29192 91+ 92 — 29192

Disto segue que zr s6 possui solugao real se
0<qig2<1, (2.162)

que é a condicao de estabilidade da cavidade, representada no diagrama da figura 2.13.
Os raciocinios e dedugoes apresentados valem para qualquer modo gaussiano. A distingao
entre eles sé aparece nos comprimentos de cavidade em que h& ressonancia porque, como vimos,

a fase de Gouy vy, ,,(2) depende do modo.
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Figura 2.13: Diagrama de estabilidade para cavidades 6ticas. A area cinza representa a regiao
de cavidades estaveis.

Condicao de Ressonancia

Para que um modo seja ressonante, é necessario que a fase ¢ ganha em uma volta na cavidade

seja um multiplo de 27. Em meia volta, ¢ é dada por
¢(z2 — 21) = kL — [hn,m(22) — Ynm(21)] - (2.163)

Usam-se entao as equagoes (2.161) para eliminar z;, 29 € zg em termos de g; € g2 na expressao
(2.152) para a fase de Gouy,

Ynm(2) = (n+m + 1) arccos(v/g192) , (2.164)

com o que a equacao (2.163) se torna

L
el (n+m + 1)arccos(/g192) = qm, ¢ inteiro. (2.165)
c

Portanto, as ressonancias da cavidade (com comprimento fixo) para diferentes modos gaus-
sianos ocorrem em frequéncias wy ., que dependem do modo,

1
Wq,n,m = (q + ;(n +m+1) arccos(,/glgg)> % . (2.166)

Note que Aw,. = 7£ é o intervalo espectral livre, definido em (2.126).
E mais intuitivo olhar esta relacao com o comprimento da cavidade podendo ser variado
enquanto a frequéncia dos feixes gaussianos é mantida fixa, como ocorre no laboratério. Entao,

1 A o
Lonm = (q + ;(n +m+1) arccos(w/glgg)) 5 q inteiro , (2.167)
de onde se vé que, por causa da fase de Gouy, o comprimento em que a cavidade entra em
ressonancia depende nao apenas do comprimento de onda do feixe, mas também de seu perfil

gaussiano transverso. Isso é um fato importante para o alinhamento de cavidades.
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Cavidade Confocal
Na configuracao confocal, a distancia entre os espelhos da cavidade ¢é igual a seus raios de
curvatura, Ry = Ry = L, ou g1 = go = 0. Assim,

2R = (2.168)

5 )
correspondendo a uma cintura wg = \/AL/(27).

Para comprimentos de cavidade tipicos, da ordem de 10cm, e A = 1064nm, tem-se wgy ~
130um. Nos espelhos, usando (2.150), o didmetro do feixe (spot) mede w(z1) = V2w ~ 180um,
bem préximo ao valor de wg.

-
#

—2 Y] [~° Y
=R L L=2R

~
A #

(a) (by

Figura 2.14: Esquema de montagem de uma (a) cavidade confocal e (b) concéntrica.

A cavidade confocal se destaca das outras configuracoes por sua grande estabilidade. Porque
o centro de curvatura de um espelho fica localizado exatamente sobre a superficie do outro,
pequenos erros na inclinacdo ou posicdo de um espelho afetam pouco o alinhamento. Além
disso, o feixe percorre exatamente um comprimento de Rayleigh entre o centro da cavidade e os
espelhos, de maneira que o spot continua pequeno sobre a superficie do espelho, como estimamos
acima. Isto também torna a cavidade mais insensivel a desalinhamento, irregularidades e poeira
na superficie dos espelhos, posto que apenas uma pequena regiao dos mesmos é usada.

Como g1 = g2 = 0, entdo arccos(,/g192) = 7/2, de modo que

1 A
Lynm=1lq+ i(n +m +1)] 50 4 inteiro . (2.169)

Se o termo n + m + 1 for par, entdo Ly pnm = pA/2 (p inteiro); se fmpar, entdo Lgpm =
(p+1/2)\/2. De fato, a paridade de n+m—+1 é oposta a de n+m, de onde se conclui que modos
concomitantemente simétricos ou antissimétricos em x e y ficam ressonantes com a cavidade no
mesmo comprimento; por outro lado, modos antissimétricos em x e simétricos em ¥y ou vice-versa
ficam ressonantes, todos também no mesmo comprimento, a uma distancia Aw./2 em frequéncia
dos modos com n + m par.

Portanto, as ressonancias da cavidade confocal referentes a ¢ + n + m fixos sdo degeneradas,
e tudo que se veria nessa condigao ao se varrer o comprimento da cavidade seriam dois picos de
ressonancia, supondo que o feixe de entrada possui contribuigoes de muitos modos gaussianos.

Na prética, as cavidades dificilmente atingem a confocalidade exata, arccos(y/g1gz) ~ m/2+9,
em que d < w. Neste caso, os picos de ressonancia relativos a modos diferentes ocorrem em
comprimentos de cavidade ligeiramente diversos, tanto para modos com m + n par quanto
impar, formando-se dois “pentes” de ressonancias a cada intervalo espectral livre conforme o
comprimento da cavidade é variado.
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Cavidade Concéntrica

A cavidade concéntrica encontra-se no limite da estabilidade (figura 2.13), sendo por isso
mais sensivel a desalinhamentos. Como o centro de curvatura de cada espelho coincide com o
centro da cavidade, sua geometria é equivalente a um tnico espelho em forma de esfera dentro
do qual se confinam feixes gaussianos (figura 2.14).

Usando L = 2R, tem-se g1 = g2 = 1/2, do que decorre zz = 0. De fato, isto acarretaria uma
difragao infinita do feixe e, assim, nao teriamos como confina-lo facilmente, além de sairmos da
aproximagao paraxial. Portanto, s6 é possivel construir cavidades préximas a concentricidade,
de modo que L = 2R — AL, e g1 = g2 = —1 4+ 2AL/L; nesse caso,

% ~VLALJ2 (2.170)

correspondendo a wg ~ (LA/7)\/AL/L.

Se L = 10cm e AL = lcm, com A = 1064nm, tem-se wg ~ 73um; ja os spots nos espelhos,
usando (2.150) e as mesmas estimativas, teriam raio w(z1) = 460um, seis vezes maior que a
cintura no centro da cavidade. Isso ocorre porque, como o comprimento de Rayleigh é muito
pequeno (posto que a cintura é pequena), o feixe percorre vérios zr até atingir o espelho e
retornar sobre si mesmo, acarretando um maior efeito de difracao.

Por isso a cavidade concéntrica é muito sensivel a erros de alinhamento e a sujeiras ou
imperfeigoes nas superficies dos espelhos. Sua vantagem é possuir metade da largura de banda
de uma cavidade confocal formada pelos mesmos espelhos, sendo mais tteis em aplicacoes nas
quais se precisa de uma cavidade com ressondncias mais estreitas em frequéncia.

2.5.4 Otica Geométrica e Matriz ABCD

A ética geométrica com suas leis para a propagacao de raios de luz através de lentes, meios
dielétricos etc também serve para descrever a propagacao de feixes gaussianos.

Veremos que sua formulacao pode ser dada em termos de matrizes, de modo a transfor-
mar a agao de qualquer elemento ético numa matriz agindo sobre um vetor de parametros do
feixe. Assim, elementos Oticos em sucessao se tornam multiplicacoes de matrizes, facilitando
sensivelmente os calculos.

Esse formalismo se torna particularmente 1til no calculo de acordo de modo entre uma cavi-
dade e um feixe gaussiano. Nesta secao estaremos usando sempre a aproximacao de propagacao
paraxial.

Transformacao de um Raio de Luz

Para um raio de luz, os parametros a serem transformados sao sua distancia r1 ao eixo z
de propagacao e sua inclinagao (d/dz)r; num plano z; inicial, que serdo transformados em ry e
(d/dz)ry na propagagao até um plano final zo (figura 2.15).
Por exemplo, é facil verificar que a propagacao livre através de uma distancia L transforma
estas quantidades como
ro = 11+ L(d/dz)r , (2.171)
(d/dz)ra = (d/dz)ry .

Ja para uma lente delgada com distancia focal f, vale, entre a entrada e a saida da lente, a
transformacao
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L J

Figura 2.15: Parametros r e r’ de um raio de luz.
re = T, (2.172)
(d/dz)ry = —(1/f)r1+ (d/dz)r .

Ambas representam transformacoes lineares sobre os parametros do raio de luz. Para levar
em conta efeitos de refragao, é 1util definir

(2.173)

de forma que o desvio de raios de luz nao ocorre nesta variavel. Estas transformacoes lineares
podem ser representadas da forma,

ro = Arq + B?”/l s (2174)
rl, = Cry + Dr},

T9 A B T1
= = =M 2.175
ra < Té ) < C D ) < 7”/1 ) ry, ( )

em que M é a matriz que contém a acdo do sistema Otico sobre o feixe. Alguns sistemas 6ticos

ou, em forma matricial,

comuns sao apresentados na figura 2.16.

Caso dois elementos Oticos com matrizes M1 e Mg ajam sobre um raio de luz nesta ordem,
entao o raio que sai do primeiro elemento é ro = Mry, e 0 raio que sai do segundo, rg = Mrs,
ou seja,

rs — M2M11‘1 5 (2176)

de forma que a matriz total dos dois elementos é My = MyMj;. Qualquer associagdao de
n elementos na ordem 1,2,...,n com matrizes My, Ma, ..., M, pode ser tratada desta forma,
fornecendo a matriz total

Mt = MuM,_1..MaM; . (2.177)

Esta é a grande vantagem da formulacao matricial para a dtica geométrica.

Conexao com Feixes Gaussianos

Vimos que os feixes gaussianos possuem uma frente de onda esférica no que concerne a
variacao de fase. Um onda esférica pode ser vista como infinitos raios divergindo de um ponto
comum, o centro de curvatura. Portanto, a inclinagado de cada um destes raios pode ser associada
ao raio de curvatura,

dr(z) n(2)r(z) r(2)

TO=NEGT = TRy = RO =gy

(2.178)
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(d)n? __AY_/ _ ( | 0)

RH% . > (n—mo)/R 1

Figura 2.16: Algumas matrizes ABCD mais relevantes. (a) Propagacao livre, comprimento
L, indice de refragdo ng. (b) Lente delgada, distancia focal f. (c) Espelho esférico, raio R,
incidéncia normal. (d) Superficie dielétrica esférica, raio R, incidéncia normal.

Esta equagao implica uma convencao para o sinal de R, sendo positivo para feixes diver-
gentes e negativo para convergentes. Assim, as regras de transformacao de r(z) e r'(z) podem
ser combinadas para fornecer como o raio de curvatura se modifica ao passar pelos diferentes
elementos 6ticos,

/
W o 2
De modo mais geral, se definirmos um raio de curvatura reduzido
R'(2) = R(2)/n(z) , (2.180)
entao AR 4B
R, = m . (2.181)

Esta equacao nos permite utilizar todas as matrizes conhecidas da otica geométrica para
raios de luz no cdlculo das transformacoes de feixes gaussianos ao se propagarem por elementos
oOticos.

Por exemplo, uma cavidade pode ser entendida como uma sequéncia infinita de lentes con-
vergentes. De fato, a partir da comparagao entre as matrizes (b) e (c) da figura 2.16, fica claro
que um espelho esférico concavo com raio de curvatura R é equivalente a uma lente convergente
com distancia focal f = R/2. Com a propagagao livre dada pela matriz (a), segue que, em meia
volta numa cavidade simétrica imersa no ar, o feixe se transforma segundo a matriz

1 L 1 0 1-2L 1
(L)) ) e
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Portanto, em n meias voltas,

My = M® . (2.183)
O teorema de Sylvester [28] afirma que
A B\" 1 Asen (nf) —sen [(n — 1)0) Bsen (nf) (2.184)
C D ~ send C'sen (nh) Dsen (nf) —sen[(n—1)0] )’ '

em que cosf = (A + D)/2. A matriz é estavel, ou seja, o feixe continua confinado no sistema
para qualquer n, se
ITr{M}| < 1. (2.185)

Tomando o trago da matriz M de nosso exemplo, vemos que a condigao de estabilidade
fornece
-1<g<1, (2.186)

que é a condi¢ao deduzida em (2.162) aplicada a cavidades simétricas.
As matrizes ABCD tornam alguns calculos mais simplificados, tal como o acordo de modo
entre uma cavidade e um feixe gaussiano, por exemplo.

2.5.5 Acordo de Modo

Frequentemente a montagem experimental requer passar um feixe por duas cavidades dife-
rentes. Por exemplo, a proposta de medida apresentada no capitulo 4 requer que os feixes sinal
e complementar gerados na cavidade do OPO sejam modificados em duas cavidades de anélise.
Para tanto, é preciso que os modos gaussianos dos feixes saidos da cavidade do OPO “caibam”
nas cavidades de andlise quando nelas incidirem; isso é feito modificando-os com o uso de lentes,
no processo conhecido como “acordo de modo” ou “casamento de modo”.

Considere a montagem da figura 2.17. O feixe é gerado na cavidade 1, supostamente alinhada
de tal forma que apenas o modo gaussiano fundamental TEMyy possui amplitude consideravel,
modos superiores possuindo amplitudes despreziveis. Conhecendo o comprimento da cavidade
L1 e o raio de curvatura R; de seus espelhos, supostos iguais, entao o valor do comprimento de

Rayleigh zg) do modo intracavidade vale (equacao (2.159))

2 = : (2.187)

Lente

Cavidade 1 Cavidade 2

) |

Figura 2.17: O acordo de modo gaussiano entre duas cavidades é feito com o uso de um sistema

de lentes.

O feixe, para sair da cavidade 1, deve ser transmitido por seu espelho de saida. De acordo
com a figura 2.16, uma superficie esférica delgada com indice de refragdo n atua como um lente

divergente com distancia focal
Ry

n—1

fi=-

(2.188)



2.5. CAVIDADES OTICAS E FEIXES GAUSSIANOS 43

sobre o feixe que nela incide. Por outro lado, a cavidade 2, com comprimento L9 e espelhos com
raio de curvatura Ro, requer um modo gaussiano cujo comprimento de Rayleigh seja

2 _ VL2 (2R — Lo) (2.189)

ZR — 2 .

O espelho de entrada desta cavidade também atua como uma lente divergente, com distancia
focal andloga a anterior.

Estes dois modos gaussianos, impostos a priori pelas caracteristicas das cavidades escolhidas,
precisam ser tornados compativeis com o uso de um sistema de lentes. A maneira mais simples de
realizar tal calculo é fazer os produtos de matrizes ABCD correspondentes a cada percurso com
auxilio de um computador. Sabemos o valor inicial e final do comprimento de Rayleigh. Basta,
portanto, fazer um grafico da evolucao deste parametro conforme ele atravessa os elementos
Oticos e propagacoes livres. A figura 2.18 mostra um exemplo de cédlculo deste tipo.

0.0025 ‘u‘U(Q’,‘)

oLo0g fo
0.0015 |
o001 |

0000

Figura 2.18: Exemplo de curva de acordo de modo feito com o uso de um computador. As linhas
tracejadas verticais denotam as posigoes, da esquerda para a direita, do espelho da primeira cavidade,
das duas lentes, e do espelho da segunda cavidade. Ja a horizontal indica o tamanho ideal da cintura no
interior da segunda cavidade. A linha sélida é o valor de w(z) conforme se propaga entre estes elementos

4ticos no eixo .

(1)

Assim, o feixe inicial, confinado na cavidade 1, com cintura 2z’ em seu centro, deve se
propagar livremente até o espelho de acoplamento, onde sofre o efeito divergente do espelho, e
parte para um novo intervalo de propagacao livre até atingir a primeira lente do sistema de lentes,
e assim sucessivamente; quando as distancias focais das lentes e suas distancias as cavidades e
entre si fornecerem um valor de zg) compativel com o desejado no centro da segunda cavidade,
entao o acordo estd feito.

O uso de um computador torna a tarefa extremamente simples por se fazer factivel a aplicacao
do método da tentativa e erro, nao sendo necessédria a busca incessante de solucoes analiticas

fechadas para os parametros das lentes em funcao dos parametros das cavidades.
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Capitulo 3

O Oscilador Paramétrico Otico

Como apresentado na introdugao, o Oscilador Paramétrico Otico é um dispositivo capaz de
gerar dois feixes laser, chamados sinal e complementar, a partir de um feixe de bombeio. Ele
é formado por um cristal disposto no interior de uma cavidade 6tica. A interac@o entre o cristal
e o modo do feixe de bombeio interno a cavidade ocorre por meio da suscetibilidade nao linear
x? do cristal. Quanticamente, este processo converte um féton do bombeio em um par de fétons
nos modos sinal e complementar, gerando correlagbes quanticas entre os feixes.

A cavidade seleciona modos preferenciais para sinal e complementar, permitindo a oscilagao
do sistema em regime continuo.

Existem diversas configuragbes possiveis de cavidade. No que tange a suas condigoes de
ressonancia, ela pode ser ressonante apenas com o feixe sinal, permitindo uma sintonia continua
de sua frequéncia, porém possuindo um limiar de oscilagao alto, pois o feixe de bombeio interage
com o cristal em apenas uma passagem. Sua resonancia pode se estender também ao feixe
complementar, reduzindo o limiar de oscilacao, mas diminuindo a facilidade de sintonia de suas
frequéncias. Por fim, nas duas situagoes anteriores a cavidade pode ser ressonante também para o
feixe de bombeio, diminuindo substancialmente o limiar de oscilacao; quando o OPO é ressonante
para as trés ondas, diz-se triplamente ressonante: este é o caso do OPO em funcionamento em
nosso laboratério.

Quanto a montagem da cavidade, pode consistir de dois espelhos e um cristal separados,
ou pode ser usada como espelho uma das faces do cristal (cavidade semi-monolitica) ou ambas
(cavidade monolitica). O primeiro tipo é o mais versétil, bastando possuir um cristal e trocar
apenas os espelhos caso se queira mudar as caracteristicas do OPO; sua desvantagem é uma maior
instabilidade. A cavidade monolitica é a mais estavel possivel, embora muito pouco versatil e a
mais custosa, enquanto a semi-monolitica é a que apresenta versatilidade, estabilidade e custo
intermediarios. Nosso OPO é construido como descrito no primeiro tipo.

3.1 Formalismo Classico

A maior parte das propriedades de um OPO necessarias a sua montagem e funcionamento
sao cléssicas [6, 16], estando, portanto, descritas nesta se¢ao. Sob o ponto de vista cldssico, toda
a dificuldade em se colocar o OPO triplamente ressonante para oscilar reside em se possuir um
feixe de bombeio com poténcia suficientemente alta e em se obter ao mesmo tempo a ressonancia

dos trés modos — bombeio, sinal e complementar — com a cavidade.

45
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Os célculos feitos a seguir mostrarao que as ressonancias concomitantes para sinal e com-
plementar implicam em diferengas de frequéncia Av discretas entre estes dois campos (a soma
ja sendo desde o inicio fixa por conta da conservagao da energia). Entretanto, o espagamento
em frequéncia entre Av permitidos consecutivos é pequeno o suficiente para se permitir, numa
regiao factivel de parametros de cavidade, véarias possiveis ressonancias triplas no interior da
largura de banda da ressonancia de bombeio.

O elemento final é o acordo de fase entre os feixes no interior do cristal, que somente influencia
a poténcia minima em que existe oscilacao, o limiar, selecionando desta maneira os modos mais
propensos a oscilacdo paramétrica.

Acoplamento entre os Campos no Cristal

Por simplicidade, consideremos uma configuracao de OPO com cavidade em anel (figura 3.1),
situacao na qual a radiacao intracavidade, além de se propagar em um sé sentido, interage
apenas uma vez com o cristal em cada volta. A generalizacdo para uma cavidade Fabry-Perot é
comentada ao final deste tratamento. Nesta se¢@o, seguiremos a referéncia [6]

Figura 3.1: Configuracao de um OPO com cavidade em anel.

Seja | o comprimento do cristal, L.q, o comprimento da cavidade e L o comprimento vazio
da cavidade, tal que L., = L + 1. Consideremos que a cavidade possui apenas um espelho com
refletividade nao unitéria (chamado espelho de acoplamento), porém préximo disso, de modo a
comportar altas finesses para todos os feixes, com os quais a cavidade é quase ou exatamente
ressonante.

Os coeficientes de reflexdo de amplitude dos espelhos serdo denotados por rj,j € {0,1,2}
(estes indices significando, respectivamente, bombeio, sinal e complementar), assim como os
coeficientes de transmissao, por tj, podendo ser escritos em termos de um coeficiente 7; (desse
modo definido) como

T~ 1-— Yi s (31)

tj%\/QTyj.

Dessa maneira, os coeficientes de reflexao e transmissao de intensidade sao dados por T‘]2- e t?.

Denotemos as amplitudes dos campos intracavidade num ponto z por a;(z), sempre seguindo
a mesma convencao para o indice j. A coordenada z é escolhida como zero na face do cristal
primeiramente interceptada pelo feixe que entra na cavidade, crescendo no sentido de propagacao
dos campos. A normalizagio de aj(z) é escolhida de tal forma que |a;(z)[? fornece o nimero de
fétons do campo j que atravessam o plano perpendicular a diregdo de propagacao localizado no
ponto z.
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Apods uma passagem pelo cristal, o feixe de bombeio sofre uma diminuigao em sua amplitude
por ceder energia aos campos sinal e complementar, que tém portanto suas amplitudes aumen-
tadas. Supondo que essas variagoes de amplitude sdo muito pequenas, um calculo relativamente
extenso [31], que leva em conta os perfis gaussianos dos feixes (assumidos como TEMgg, o modo
fundamentall) e as superposicdes entre eles, revela que

ag(l) = an(0) — 2xa2(0)aq (0) ,
a1(l) = a1(0) + 2xap(0)a5(0)
az(l) = a2(0) + 2xa0(0)a1 (0) ,

(3.2)

em que Y é um coeficiente de acoplamento que depende das caracteristicas dos feixes, do cristal
e da cavidade,

Wow We hwowiwa . lAk) IAK/2
= l - sinc lAk/ , 3.3
X = Xet wiw? + wiw3 + wiws | wegPnoning < 2 33

com w; sendo as cinturas dos feixes gaussianos, wj, suas frequéncias, n;, os indices de refracao

do cristal para cada feixe e x.r, um coeficiente de acoplamento efetivo. O parametro de acordo
de fase Ak é ainda definido como

Ak =ko— ki — ko, (3.4)

em que k;j é o médulo do vetor de onda do feixe j (os trés vetores de onda sao colineares e
copropagantes). Se Ak # 0, entdo x é complexo.
Em uma volta completa, cada campo ganha uma fase ¢;,

Wi
p; = ?](L + njl). (35)

Além disso, cada feixe sofre perdas p; que provém nao apenas do espelho de acoplamento,
por isso chamadas esptrias, resultantes de diversos fené6menos tais como difracéo, pequenos erros
de alinhamento e imperfeicGes nas superficies dos espelhos e nas faces do cristal.

As equacoes para as amplitudes dos campos na situacao estaciondaria sao obtidas igualando-se
os ganhos? dos feixes em uma volta completa, validas para um ponto z qualquer,

ap = re'Po (g — 2xa201) — ooy + toaén , (3.6)
o) = rlei“al(oq + 2xapas) — piog
ay = 19" (g + 2xapa]) — poas

em que o' é a amplitude do feixe de bombeio de entrada.
Estamos supondo que o OPO é quase ressonante com todos os feixes, de modo que as fases
¢j podem ser escritas como

p; = 2pj7T + (SQOJ' s (37)

De fato, a cavidade é alinhada para que todos os modos gaussianos de ordem superiores tenham participacio
desprezivel.

2 As perdas sofridas pelo bombeio podem ser entendidas como um ganho negativo, por isso usaremos por vezes
o termo “ganho” para nos referir as mesmas.
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dp; < 2m e p; inteiros, tornando licito aproximar as equagoes acima por,

ap(yp —idpo) = —2xaree +V2y0ay" (3.8)
aj(y) —idp1) = 2xapds ,
ar(vy —ibp2) = 2xapaj

em que foi definida a perda total de amplitude de cada modo,
v =%+ Hj - (3.9)
Medindo a dessintonia em unidades de 7;- através da quantidade

Aj = b/ , (3.10)

obtém-se uma forma final mais simples para as equacoes,

apyo(1 — i8g) = —2xaran + v/ 270616" ) (3.11)
a1vi (1 — A1) = 2xapas , (3.12)
oYy (1 —ilAg) = 2yapas] . (3.13)

Campos de Saida

Esse conjunto de equacoes sempre admite a solugao trivial,

Vv 270 in

o =az =0, Q) = 77—~ % ,
Yo(1 —iAp) 0

(3.14)

representando o OPO abaixo do limiar, quando nao hé oscilacdo. Apesar disso, esta situacao
ainda permite a ocorréncia de fendmenos quanticos de interesse, como a obtencao de estados
comprimidos do vécuo [12].

Existem também as solucdes nao triviais, para as quais o OPO oscila. Podemos usar as
equacoes (3.11), (3.12) e (3.13) para determinar as condigdes em que isto ocorre. Multiplicando
(3.12) pelo conjugado de (3.13), obtém-se

N1 = iA1) (1 +iA) = 4[x[*|ao|? (3.15)

cuja parte imaginaria fornece

Esta condigao para a oscilagao possui uma interpretacao fisica interessante. O nimero total
de fétons que deixam a cavidade (transmissao pelo espelho de acoplamento e perdas espurias) é

| = 2+ oy (3.17)
Multiplicando a equacao (3.12) por af e (3.13) por o, obtém-se
a2 (1 —iAy) = |a™ P (1 — iAy) . (3.18)

Portanto, A1 = As implica que o numero total de fé6tons que deixa a cavidade no modo sinal
deve ser igual ao nimero de fotons que escapa da cavidade no modo complementar.
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Isso ja é uma indicagao das propriedades quanticas do OPO, pois vai ao encontro da inter-
pretacao quantica de que um féton do bombeio é sempre convertido em um féton no modo sinal
e outro no complementar (fétons gémeos), implicando correlagoes quanticas entre estes feixes.

Por outro lado, o niimero de fétons que deixam a cavidade transmitidos pelo espelho de
acoplamento é

Ij = 2yjlay* = a2 . (3.19)
Portanto, a razao entre as intensidades dos feixes sinal e complementar que deixam a cavidade
é dada por
I /
1% (3.20)
Iy v

Veé-se que, se as perdas espurias dos modos forem diferentes, os feixes transmitidos pela
cavidade serao desbalanceados.

Numa experiéncia, buscamos sempre a condicao de balanceamento entre os feixes, pois as me-
didas de ruido exigem intensidades iguais para fornecerem bons resultados. Por isso, imporemos
a condi¢ao de balanceamento pu; = ps = p quando conveniente. Como os feixes sinal e com-
plementar possuem frequéncias muito parecidas, estando préximos a degenerescéncia, em geral
também é vélido que o espelho de saida transmite a mesma fracao dos dois feixes, v; = v2 = 7.

A equacgao (3.15) nos fornece ainda a poténcia intracavidade do bombeio. Tomando sua
parte real,

laol? = Z|7| (1+42), (3.21)

mostrando que a intensidade intracavidade do feixe de bombeio é constante acima do limiar,

independendo de "
A chamada poténcia de limiar é a poténcia de entrada do bombeio para a qual tem inicio a
oscilacao. Para determind-la, impomos a1 = ag = 0 em (3.11), obtendo

Y0 (1 + A0)|050|2 - 2’)/0|C‘50 lim » (322)

o que, substituindo |ag|? pela relacio (3.21), fornece a expressdo para o limiar de oscilacdo,

07172 2 2
| 0 lzm - | |2 (1+A )( +A0) : (323)
Esta expressao mostra que o limiar é minimo quando a cavidade é ressonante para todos os
feixes. Portanto, o efeito de dessintonias é aumentar seu valor. Por isso se torna ttil definir o
limiar em ressonéancia,

! A
_ TN
35 les 8/x1*0 (3:24)
Denotaremos por o a poténcia |af|?, do bombeio em unidades do limiar mfnimo |af?|%,,
_ log"l7
= Jair 12;” = (1+ A% (1 4+ Af) = (Ag + A)% + (oA - 1)%. (3.25)

Substituindo ay dado por (3.13) em (3.11), obtém-se a intensidade intracavidade dos campos

sinal e complementar,

2
(1 — AgA + |X| |a1|2> + (AQ + A)2 =0. (3.26)
Y073
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Figura 3.2: Poténcia do feixe sinal em funcao da poténcia de bombeio. Para facilidade de
notagao, definiu-se 3 = 4|x|?/(7H7117%)-

Esta funcao é uma pardbola, como mostrado na figura 3.2. Se AgA; — 1 > 0, existe uma
regiao de poténcia do bombeio em que hé dois valores distintos possiveis para a poténcia do
sinal, a regido de biestabilidade [32, 33].

Invertendo (3.26), a poténcia do feixe sinal (igual & poténcia do complementar) em fungao da
poténcia de bombeio nas partes estavel e instavel da curva sao escritas, respectivamente, como

aalty = 325 (Vo= (Bot A7+ 20A 1) (3.27)

! A
o |2,y = 221 ( o — (Do + A)? + AgA — 1) .
Afx[?

Como a regiao de parametros em que ha biestabilidade é muito pequena, estaremos interes-
sados apenas na solucao estavel.

Se AgA; — 1 < 0, ndo ocorre biestabilidade. Apesar disso, esta solucdo é levada a regimes
autopulsados e cadticos para altas intensidades do bombeio [34].

Assim, a poténcia dos feixes sinal e complementar que deixam a cavidade através do espelho
de saida sao

/ /
L= 72&1‘12[ o — (Ao + A2+ AgA — 1], (3.28)

! !
12:72&1&2[ o — (Ao + A)2 + AgA — 1],

de forma que a poténcia total de saida P,,; € igual a I; + I.
Para um OPO degenerado (w; = wy = w) e com perdas iguais para sinal e complementar
(1 =72 =7 e pu = ug = p), a poténcia de limiar (3.24) é dada por

Piim = hwr 5% /705, (3.29)

e a poténcia total de saida P,,; é, por conseguinte,

/ P
Pout = oo | P 0(/7 = 1)] = s P ([ 52 1], (3.30)
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em que se definiu a eficiéncia maxima de conversao,

Nmax = l,’Y_(/] = &&o, (3'31)
7Y

com & = 7;j /'y;», & = & = & sendo a razao entre as perdas pelo espelho de acoplamento e as
perdas totais, parametro que se mostrara importante para as propriedades quanticas do OPO a
serem tratadas mais adiante.

Para se obter alta eficiéncia no OPO, é necessario que a maior parte das perdas dos campos
intracavidade sejam causadas por transmissao dos espelhos.

Frequéncia de Batimento

Além das condicbes de oscilagao ja determinadas, existem ainda imposicées sobre os modos
sinal e complementar que podem entrar em oscilagao. Estamos interessados em entender o OPO
tipo II proximo a degenerescéncia, cujo cristal é birrefringente, apresentando indices de refragao
diferentes para sinal e complementar (que sado ortogonalmente polarizados) mesmo quando o
OPO é degenerado.

Pela conservagao da energia, a soma das frequéncias dos feixes sinal e complementar, v e
1o, € fixa e igual a frequéncia do feixe de bombeio, vy. Sua diferenga, denominada frequéncia de
batimento, no entanto, é um parametro livre,

Av = vy — vy, (332)
0 que permite escrever
vy Av
= —+— 3.33
141 2 + 2 ) ( )
vg Av
Vg = — — — .
2 2

O fato de que A; = Ay impoe fortes restrigoes sobre Av. De fato, as fases ganhas pelos

feixes em uma volta completa sao
21

pr="—(L+ml), (3.34)
2Ty
Y2 = 62(L+n21),

e, se as dessintonias entre sinal e complementar sao iguais, entao (3.7) implica em
w2 = 1 +2mm , m=py—pi . (3.35)

Podemos subtrair as relacoes (3.34) e substituir este tltimo resultado para obter uma relacao
entre vy e v. Usando entao (3.33), obtém-se os valores possiveis para Av,

voonl + cm

Av = .
v L+al (3:36)
em que foram definidos
1—n2
ﬁ:w, m:%. (3.37)

Como v; é muito préximo de vy, pode-se ignorar a variacao de n com a frequéncia, de maneira
) )
que on é bem aproximado apenas pela diferenca entre os indices de refracao dos eixos rapido e
lento na frequéncia /2 (note que isso nao pode ser feito num OPO tipo I, cujos feixes sinal
0 )
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e complementar possuem polarizagoes iguais). Também assumimos que o OPO é balanceado,
A /
M="7=7-
Como m ¢é inteiro, a diferenga entre Av sucessivos é

C

- = 3.38
L+ qal’ ( )

ou seja, frequéncias sucessivas de sinal e complementar em que é possivel oscilacao estao sepa-
radas por metade do intervalo espectral livre da cavidade.

Comprimento da Cavidade

Partindo de uma situagao mais simples, a ressonancia dupla com exatidao, podemos deter-
minar quais valores de Av sao possiveis. Assim,

p1=27p w2 =2m(p+m), (3.39)

sendo p um ndmero natural. Substituindo na primeira destas relagoes as expressoes (3.33) para

V1 e np =N+ on, chega-se a
2c

Pt

Apenas alguns valores de L podem satisfazer estas duas condigoes sobre Av, dados por

Av v . (3.40)

A
L+ﬁl:(2p+m)§—5nly—y. (3.41)
0 0

Substituindo Av de (3.36),

L+nl=2p+m)r —

@ (V05nl + cm) ' (3.42)

o L+fll

Como o segundo termo do membro esquerdo desta equagao é muito menor que o primeiro, e
ressonancias sucessivas sao alcangadas através de variagoes em L muito menores que L (tipica-
mente, utiliza-se uma ceramica piezoelétrica para varrer o comprimento da cavidade por alguns
comprimentos de onda da radiac¢do), podemos desprezar variagoes no denominador do segundo
termo, substituindo o comprimento livre da cavidade por um comprimento livre médio, L,

onl onl
L+nl=X|(2 = — . 4
+n 0 (p+m)+L+m (m—i— )\0)] (3.43)

O primeiro termo do membro direito desta equacao mostra que as ressonancias concomitantes
de sinal e complementar ocorreriam sobre ressonancias do bombeio, nao fosse pelo segundo
termo, que é uma correcao originaria da birrefringéncia. Se desprezarmos este ultimo numa
analise inicial, a cavidade serd ressonante para o bombeio para um comprimento fixo, L + nl,
dado por um ndmero inteiro ¢ fixo, ¢ = 2p + m.

Porém, varios pares de p e m podem formar um mesmo nimero g, significando diferentes
Av. Como ¢ e m possuem a mesma paridade, para um comprimento de cavidade fixo, apenas
modos de mesma paridade (¢ somente par ou impar) poderao oscilar sucessivamente. Com isso,
o intervalo entre modos é, na verdade, 2D (3.38).
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Consideremos agora a pequena correcao oferecida pelo segundo termo que, como se Vé,
depende de m. Por isso, aqueles modos que antes pareciam ocorrer num mesmo comprimento
da cavidade definido por ¢ fixo, na verdade ocorrem em comprimentos ligeiramente diferentes, ja
que a correcao no comprimento de ressonancia depende de Av; a separacao entre Av sucessivos
é

26m 1
L+l
Como dn é em geral uma ordem de magnitude menor que 7, um pente de modos proximos pode

AL, = Ao. (3.44)

ser visto ao se varrer a cavidade em comprimento (figura 3.3).

I

NN

L

I

Figura 3.3: No interior de ressonancias do bombeio (esquematizadas acima como trés

lorentzianas largas), existe um “pente” de possiveis modos de oscilagdo para sinal e comple-
mentar (lorentzianas finas).

Se relaxarmos a condicao de ressonancia exata, podemos encontrar o intervalo em com-
primento de cavidade para o qual ainda hé oscilacdo, ou seja, o > 0y;,,. Mas, segundo (3.25),
o1im = (1+A3)(14+A1)2. Podemos assim relacionar a dessintonia com variagdes de comprimento
dL; através de sua definicdo, Aj; = dp;/7v;, e de (3.34), obtendo

Sp; = %Mj . (3.45)

Caso a cavidade esteja em ressonancia com o feixe de bombeio (Ag = 0), a condicao de
oscilacdo fica |A| < /o — 1, e, consequentemente, a variacdo de comprimento deve respeitar a
desigualdade

/
6Ly < Lo —1, (3.46)
™

em que se usou a aproximagao vy & vs ~ 19/2, e ¥/ =] = v4. De modo aproximado, 6L, estd
relacionado a largura de uma ressonancia do feixe sinal ou complementar.

Se, por sua vez, os feixes sinal e complementar se encontram fixos em ressonancia (A=0), a
condi¢ao sobre a varredura maxima da cavidade em relagao ao feixe de bombeio fica

6Lo| < ;—2\/0 —1. (3.47)

De modo geral, o OPO deve oscilar em torno de uma ressonancia do bombeio, com uma
tolerancia em comprimento da cavidade dada pela tltima equacao. Usando (3.41), a ressonancia
do bombeio implica numa frequéncia de batimento vy dada por

A
L+l = Ms = Mo(2p +m) — onl VVS , (3.48)
0
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em que s é um numero inteiro positivo, ou seja,

Avg = L(2p +m —s), (3.49)
onl
cujo intervalo entre ressonancias sucessivas é
c
Dy = —, 3.50
07 Sni ( )

um ntmero muito maior que D, a separacao entre pares de modos sinal e complementar permi-
tidos.

Usando (3.48), a relagao (3.47) fornece o intervalo em frequéncia W em torno de Av em que
a dessintonia do bombeio ainda permite oscilacao,

W= /71 (3.51)

2monl

Assim, a cavidade de um OPO deve ser escolhida de tal forma que a largura da ressonancia
do bombeio em que ha oscilagao seja algumas vezes maior que a separacao entre frequéncias
de batimento Av permitidas para sinal e complementar (figura 3.3). Se isso nao for satisfeito,
torna-se necessario procurar a regiao de oscilagao através de ajustes finos no indice de refragao
do cristal variando-se sua temperatura, algo em geral trabalhoso.

Acordo de Fase

Dentre os modos discretos Av encontrados em (3.36) cuja oscilagdo é permitida pelas res-
sonancias da cavidade, o acordo de fase Ak ird ainda selecionar apenas uma parte deles como
realmente factiveis. Isso porque o acordo de fase atua no coeficiente de acoplamento x de (3.3),
aumentando o limiar de oscilagao caso nao seja exatamente satisfeito. Substituindo as relagoes
(3.33) e (3.37) em (3.4),

Ak = 2—7T[(n0 — )y — onAv], (3.52)

c
vé-se que o acordo de fase perfeito ocorre para

ng—mn

on

AVk =1 (353)
valor que corresponde ao minimo limiar de oscilagdo e mostra que o OPO se torna degenerado
quando ng = 7.

in |2
res ?

. ! A Akl
ain 2= JON2 o2 (—) : (3.54)
8¢y 1279 2

Assim como definimos a poténcia de limiar do bombeio em ressonancia |«

introduzimos a poténcia de limiar com o bombeio em ressonancia e em acordo de fase |a27}|2,

! ]

; Y0172
a2 = 10172 3.55
o] 8x2 >0 (3:55)

Usando o mesmo raciocinio anterior (3.46), calcula-se o maximo erro no acordo de fase em

torno de seu valor ideal que ainda permite oscilacao,

|AKL = 24/3(0 — 1), (3.56)
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}‘l thliii‘ i

L

Figura 3.4: Com a inclusao do acordo de fase na figura 3.3, alguns modos do sinal (“pente”
de lorentzianas) sao mais efetivamente acoplados ao bombeio por possirem valores menores de
limiar de oscilagao, o que é esquematizado na figura pela modulacao em amplitude do “pente”
de modos ressonantes.

e, com o uso de (3.52), deduz-se o intervalo em frequéncia permitido em torno da frequéncia de

2c
Dym = msnl\/?)(a —1). (3.57)

Este valor é da mesma ordem de Dy. O efeito de Dy, é selecionar os grupos de frequéncias

batimento Av,

de batimento que se encontram préximas a Ay (figura 3.4).

Cavidade Fabry-Perot

Quando a cavidade do OPO é do tipo Fabry-Perot, o campo nao interage apenas uma vez
durante uma volta completa na cavidade, mas duas. Entretanto, ndo hd acoplamento entre
modos propagantes e contrapropagantes e, como o ganho é muito pequeno a cada passagem pelo
cristal, o efeito da segunda passagem é apenas adicionar um termo de ganho as equagoes (3.6);
este termo, porém, possuird uma fase a mais, resultante do erro no acordo de fase e também das
fases que os feixes ganham quando sao refletidos pelos espelhos.

Apés um célculo detalhado [6], descobre-se que a tnica influéncia desta configuragao de
cavidade assiste no coeficiente de acoplamento efetivo x.r, que sofrerd algumas mudancas por
conta da alteracao do acordo de fase: todo o resto da discussao permanece inalterado.
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3.2 Formalismo Quantico

As propriedades de compressao de ruido do OPO sao genuinamente quanticas, necessitando
portanto da mecanica quantica para descrevé-las apropriadamente?.

Trataremos o OPO como trés modos quantizados de uma cavidade interagindo através da
destruicao de um féton de um modo (bombeio) e criagdo de dois fétons em dois outros modos
(sinal e complementar) [36, 37, 38], situacao representada pela hamiltoniana de interagao

V = 2ih % (a1 a2 azr) - aJ{ ag ap) , (3.58)

em que a;, j € {0,1,2}, s@o, respectivamente, os operadores de aniquilacdo dos campos bombeio,
sinal e complementar dos modos intracavidade, e 7 = L/c é o tempo de voo de um féton pela
cavidade. A constante de acoplamento efetivo x inclui o valor da suscetibilidade nao linear de
segunda ordem do cristal e o acordo de fase.

Além da interacao, cada campo possui sua hamiltoniana prépria quantizada, representando
os modos quase normais de oscilacao com frequéncia w; internos a cavidade,

H() = h(wo — 2wc) a;r) ap , HLQ = h(ng — wc) aJLQ ai2 , (3.59)

em que a energia do vacuo foi escolhida nula. A frequéncia w. é a frequéncia de ressonancia
da cavidade para a qual sinal e complementar sao quase ressonantes. O feixe de bombeio é
quase ressonante com 2w.. Subtrair estas frequéncias nas hamiltonianas é equivalente a usar
operadores lentamente varidveis do tipo a — a et

As perdas dos modos intracavidade sao calculadas segundo a expressao (2.67),

/
’)/.
Ajp = ?J(Qajpa;—a;ajp—pa;[a) , (3.60)

em que ’y;» sao as perdas totais do modo (transmissao de amplitude ¢; pelos espelhos das cavidades
mais perdas esptrias f1;), definidas em (3.9).
Por fim, o feixe de bombeio é acoplado ao modo de bombeio intracavidade pela hamiltoniana

t
H.=h ?0 e(ap —al) (3.61)

em que tg = /279 é o coeficiente de transmissao de amplitude do espelho de entrada para
bombeio, e €, a amplitude cldssica do feixe de bombeio incidido sobre a cavidade. Tomaremos
esta ultima quantidade como real, ou seja, escolheremos a fase do campo de entrada como
referéncia para as outras fases.

A hamiltoniana total se escreve como a soma das hamiltonianas,

H=) Hj+H.+V+> Ajp. (3.62)
J J
Usando esta hamiltoniana, obtém-se a seguinte equagao mestra (2.65)

d .
T = —i > A7) (alajp—pala;) +toe(agp—pao —afp+pal) +  (3.63)
j

+2(xal alagp — x pal ahag — x a1 azal p+ x par azaf) +

—i—Z'y;- (2ajpa;- —a;-ajp—pa;[aj) )
J

3Na verdade, qualquer ruido fundamental é genuinamente quéntico, pois néo h4 qualquer justificativa cldssica
para sua existéncia. Entretanto, é muitas vezes possivel obter resultados quanticamente consistentes supondo um
ruido estocéstico cldssico com as mesmas propriedades do ruido quantico (embora a justificativa deste ruido seja
quéntica), o denominado método semiclassico [35]. Esse é o tratamento utilizado em [16] para o OPO.
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Executando as correspondéncias de (2.86), é encontrada a equagao equivalente para a repre-

sentacao P,
d 0
T—P(a) = {— [70(1 4+ iAg)ag + 2xara — toe] + (3.64)
dt 8a0

0 0
+— [11 (1 +iA1)on + 2xapas] + — [15(1 + iAg)as + 2xapai] +
80&1 80&2

1 02

+_

—2 .c.p Pla
S X%—i—cc} (@),

em que se usaram as dessintonias em unidades de 'y;-, andlogas as definidas em (3.10),

wo — 2w, w12 — 2w,
Ag=—F—, Appg=—"——

o , (3.65)

dwi 2

sendo dw; a largura de banda da cavidade para o modo j (equagao (2.130)).
Esta equagao obtida para P(d) tem a forma de uma equacao de Fokker-Planck (2.103).
Nas equagoes a seguir, mediremos o tempo em unidades de 7 por conveniéncia, de modo que

faremos t — t/7.
Definindo o vetor de varidveis

* * *\T
Q= (a07a07a17a17a27a2) ) (366)
é facil verificar que as matrizes de arrasto A e de difusao D se escrevem

Yo(1 +iAp)ag + 2xa1ag — toe

/

Y (1 —ilo)og + 2xajas —toe

A—_ 'yé(l + Z:Al)ai + 2xoz2a§ ’ (3.67)
71 (1 —iAy)a] + 2xagas
Y5(1 4+ iAg) g + 2xapa)
Y5 (1 —iAg)al + 2xagan
00 O 0 0 0
00 O 0 0 0
D—4 00 0 0 xa9 O
00 O 0 0 xaf
0 0 xag O 0 0
00 0 xa5 O 0

A fim de se escrever o sistema equivalente de equagoes de Langevin (2.104), determina-se a
matriz B que satisfaz BBT = D,

0 0 0 0
0 0 0 0
V2xa /4 0 V2xag eI/ 0 (3.68)
0 | /QXOZS eim/4 0 | /QXO% e—im/4 . .
V2xag e /4 0 V2xag e/ 0
0 QXQ* e—iw/4 0 QXQ* eiw/4
0 0

O vetor E de forcas de Langevin é da forma

O O O O O O
O O O O O O

E = [0,0,€1(t), e2(t), e3(t), ea(t)] (3.69)
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tal que
() () = 850t — ). (3.70)

em que tomamos os primeiros elementos de E como nulos porque nao aparecerdao nas equagoes
de Langevin, ja que as duas primeiras linhas de B sao nulas.
Escrevendo explicitamente as equagoes de Langevin, tem-se

d .

300 = —70(1 + iAp)ap — 2xa1an + /2%0€ (3.71)
d . * LT —im

Pl —1 (1 +iA1)aq + 2xapas + /2xap(e’ ey + et/ €3) ,

d | ) By |

702 = —h(1 + i) + 2xapad + /2xap(e ™ el + ™/ es) .

além de suas equagoes complexas conjugadas (a menos de forgas de Langevin).

O estado estaciondrio do sistema a&;, obtido impondo-se %aj = 0 e tomando a média das
equagoes (3.71) acima, fornece equagoes idénticas as equagoes classicas (3.11), (3.12) e (3.13)
caso se faca A; — —A;.

Portanto, os resultados para os campos estacionarios sao os mesmos determinados anterior-
mente. Em particular,

A=A, (3.72)

Por razoes de simplicidade, suporemos feixes balanceados, v = 74 = 7 (11 = 72 = v e
1 = po = ), € também acordo de fase tal que x = x. Com isso, as equagoes (3.71) ficam

d

EOKO = —’Y(/](l + iAo)ao — 2xa1ao + /2v€ (373)
d . .

= —' (1 4+ iA)aq + 2xapad + \/2xa0(e”r/4 e + e /4 €3) ,

d , .

502 = —' (1 4+ iA)as + 2xapad + \/2xa0(e*”r/4 €1 + e™/* €3) .

Este sistema pode ser simplificado definindo-se
1 1
ap = §(a1 + ag) , a_ = 5(041 —a3) . (3.74)
Definindo-se ainda novas forgas de Langevin,
1 1
Ny = 5(61 +€3) n-= 5(61 + €3) , (3.75)

que ainda satisfazem relacoes andlogas a (3.70), o sistema (3.73) se torna

d

700 = —70(1 +iAo)ag — 2x(af — a®) + v/290¢ , (3.76)
d . *

30 = ' (L+id)ag + 2xaal + 2y/Xa0n

d

3 = —' (1 4+ iA)a_ — 2xapa’ + 2/xaon-— .

Nosso interesse maior ¢ tratar quanticamente as flutuacoes dcyj, as quais supomos pequenas
da; < o para escrever
aj = a; + oo . (3.77)
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Com isso, as equagoes que governam a evolugao temporal das flutuagoes sao

%(5040 = (1 4+1i0g)dag — 4x @y day + /2700¢ , (3.78)
Coas = /(14 id)da, +2x(a"dag + Goda) +2v/Xaor,
%&L = —'(1+iA)da_ —2x apda™ + 2v/x @on— ,

em que usamos a_ = 0.

Vemos que a equagdo para da_ se desacoplou das outras. Nesta secdo, trataremos apenas
desta equacgdo; a parte relativa a day serd deixada para o préximo capitulo, no estudo de
emaranhamento entre os feixes sinal e complementar acima do limiar.

Entretanto, este sistema, obtido na representagao P, mostra-se pouco intuitivo, pois surgem
forcas de Langevin apenas nos modos sinal e complementar, apesar de sabermos que o vacuo
também atua sobre o modo do bombeio.

A fim de melhorar esse aspecto, podemos determinar as equagcoes de evolucao para as flu-
tuagoes na representagao de Wigner.

Usando a equacao mestra (3.63) e as regras de correspondéncia (2.101) e (2.102), obtém-
se [36]

d . . J 0
X\ ez Oag a1z Oy a0 Oy o1 O0as 0 28a1 0 28@*{

0 0 0? X o3
—\/2 — ! - 7).
oe <8a3 * 8(10) + zj:% 8ajaj- 2 da0a 00 } w(a)

Podemos desprezar o ultimo termo, a derivada de ordem superior, para obter uma equacao

de Fokker-Planck. Utilizamos o mesmo procedimento anterior para se obter as equacgoes que
regem a evolucao temporal das flutuagoes. Para a flutuagao da subtracao das amplitudes dos
feixes dor_, tem-se

d

Eéa_ = —'(1 —iA)da_ — 2xapda® + /270, , (3.80)
d

Eéa*, = —(1+iA)sa* —2xaida_ + /270y .

Usamos entao o tratamento mostrado na secao 2.2 para determinar o espectro de ruido.
Definindo a transformada de Fourier de da_(t), resolve-se a equagao acima facilmente. Entre-
tanto, para se obter o espectro de ruido da subtragdo dos feixes que deixam as cavidades, é
preciso combinar a parte refletida dos feixes transmitidos pelo espelho de acoplamento com o
vécuo refletido pelo mesmo,

§0out () = o (Q) — /275 (Q) . (3.81)

A fim de se obter teoricamente o resultado fisico da medida, calcula-se o ruido da subtracao
das quadraturas amplitude dos feixes (2.20), a grandeza que apresenta compressao, obtendo-se

_ 2y 21
op—(Q2) = <1 - m) 6pa(§2) — 37— iy opp(2) (3.82)
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1_
5(82)
0.5
0.6
0.4
0.2
Q/dw
o 0s i 15 2 25 3

Figura 3.5: Espectro de ruido da subtragao das amplitudes dos feixes sinal e complementar.

em que 0py(£2) e Ipp(§2) sao as quadraturas amplitude das forgas estocasticas o,(£2) e op(Q2)
ligadas a agao do vacuo sobre o sistema.

Finalmente, a expressdo para o espectro de ruido da subtracdo das amplitudes S_(£2),
mostrado na figura 3.5, é

I S
1+ (Q/0w)?’

em que & = v/+' é a razdo entre as perdas pelo espelho da cavidade e as perdas espurias.

S(Q) =1 (3.83)

A normalizacao deste ruido é tal que o shot noise vale 1. A compressdao é maxima em
frequéncia nula, diminuindo rapidamente conforme a frequéncia de andlise se torna da ordem da
largura de banda da cavidade para sinal e complementar.

Esse efeito se origina do fato de que a cavidade mantém os fétons em seu interior durante
um tempo caracteristico da ordem do inverso da largura de banda. Quando se tenta medir
correlagao entre sinal e complementar em frequéncias muito altas (tempos curtos), aumenta-se a
probabilidade de um dos fétons do par ainda nao ter saido da cavidade. Por outro lado, quando
se espera um tempo muito grande (frequéncias de andlise baixas), a probabilidade de se ter
medido os dois fétons do par aumenta conformemente.

Embora a correlagao seja maxima em frequéncia nula, nao se realizam medidas em baixas
frequéncias por causa do ruido eletronico, que se torna muito grande.

A compressao também depende da razdo entre a quantidade de luz que deixa a cavidade
transmitida pelo espelho de acoplamento e a quantidade perdida por efeitos espirios de perda.
Novamente, isso pode ser interpretado em termos de fétons gémeos. Quanto maiores as perdas
espurias (§ — 0), maior a probabilidade de que um dos fétons do par se perca sem ser medido
(com o que S_(2) — 1).



3.3. O OPO DE SAO PAULO 61

3.3 0O OPO de Sao Paulo

Nosso OPO consiste de um cristal de potassio titanil fosfato, mais conhecido como KTP, em
forma de paralelepidedo, com um comprimento longitudinal de 10(40, 3)mm e faces transversas
(em relacdo a direcao de propagacao do feixe) quadradas com lados de comprimento igual a
4(40, 1)mm, colocado no centro de uma cavidade quase confocal.

A cavidade é formada por dois espelhos esféricos, com didmetros de 2,54cm, e raios de
curvatura de 20mm. O espelho de entrada, aquele no qual incide o feixe de bombeio, possui
refletividade igual a 84% para bombeio e maior que 99, 8% para sinal e complementar; o espelho
de saida, por outro lado, possui refletividade maior que 99,8% para bombeio e igual a 99% para
sinal e complementar.

O laser de bombeio é um aparelho comercial da empresa Lightwave, modelo 142. Seu fun-
cionamento baseia-se em dobrar a frequéncia de um laser interno (comprimento de onda igual a
1064nm) com o uso de um cristal ndo linear colocado numa cavidade dtica, obtendo assim um
feixe de saida com comprimento de onda igual a 532nm. O laser interno em 1064nm é obtido
através do bombeamento de um cristal de Nd:YAG (neodimio dopado com itrio, aluminio e
granada) por um diodo laser. Sua poténcia maxima de saida em 532nm é atualmente 150mW,
porém apenas parte desta, aproximadamente 120mW, chega ao espelho de entrada do OPO apés
passar pela montagem Otica.

O cristal de KTP é um cristal birrefringente, com indices de refracao ng = 1,7881, n; =
1,8296 e no = 1, 7466 para bombeio, sinal e complementar, respectivamente. Segundo as especi-
ficagOes técnicas, o tratamento anti-refletor nas faces do cristal faz com que suas reflexdes de
intensidade de luz sejam menores que 0,5% em 532nm e 0,1% em 1064nm. Pela medida de finesse
da cavidade em 532nm (entre 30 e 50), as perdas neste comprimento de onda sdo causadas quase
completamente pela transmissao do espelho de entrada. Entretanto, a julgar pela compressao
de ruido de intensidade obtida (aproximadamente 20% em frequéncias de andlise iguais a 5MHz
e 10MHz), as perdas espirias em 1064nm devem totalizar cerca de 2%.

Um problema técnico deste tipo de cristal é a formagao de centros de cor (gray track-
ing) [39, 40, 41], principalmente na frequéncia do bombeio, o que aumenta a absorc¢ao do cristal
e, consequentemente, o limiar de oscilacao do OPO. Por este motivo, a operacao de nosso OPO
em regime continuo (CW) s6 é possivel por no maximo alguns minutos. Apdés este periodo, a
poténcia de limiar cresce acima da poténcia disponivel em nosso laser, obrigando-nos a deslocar
ligeiramente o cristal para reiniciar a oscilagao.

Nosso OPO triplamente ressonante apresenta limiar de oscilagao préximo de 30mW, po-
dendo variar até uma dezenda de mW em torno deste nimero por causa de pequenos desvios de
alinhamento. Isso nos permite trabalhar com uma poténcia de bombeio maxima que é aprox-
imadamente trés vezes a poténcia de limiar no inicio da oscilagdo. Nesta situagao, obtemos
compressao de 20% na subtracao das intensidades.

Mais informacoes podem ser encontradas na tese de doutorado de M. Martinelli [42], respon-
sével pela construcao de nosso OPO.
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Capitulo 4

Medida de Emaranhamento no OPO

Como vimos, o OPO é uma 6tima fonte de estados comprimidos do campo; de fato, como
vimos, é teoricamente possivel que os feixes nele produzidos sejam gémeos. Porém, ainda nao
foi demonstrado experimentalmente que os feixes sinal e complementar gerados num OPO ndo-
degenerado acima do limiar sdo emaranhados (embora um OPO forgado a operar na exata de-
generescéncia pela injecao de uma semente [3], assim como OPOQ’s abaixo do limiar, tanto degen-
erados [4] quanto nao-degenerados [5], possam apresentar emaranhamento sob certas condigoes).

Neste capitulo é apresentado um estudo tedrico desta situagao, além de se propor um método
de medida e de se mostrar alguns resultados preliminares da experiéncia que realizamos.

4.1 Proposta

Como mostraremos, os feixes sinal e complementar gerados no OPO acima do limiar podem
estar emaranhados numa regiao de parametros acessivel experimentalmente. Para caracterizar
o emaranhamento, adotamos o critério de Duan e colaboradores [2] (aqui denominado DGCZ).

Basicamente, este critério verifica se a soma das variancias de um par tipo-EPR de ob-
servaveis de dois sistemas continuos viola uma desigualdade tipo-Bell [43]. Um par tipo-EPR
é formado pela combinagao linear de operadores conjugados dos dois sistemas. No caso dos
feixes em que estamos interessados, este par sao os operadores p_ = p; — p2 € ¢+ = q1 + g2, em
que p; e q;, j € {1,2}, sdo respectivamente as quadraturas amplitude e fase dos feixes sinal e
complementar (equacao (2.20)). Como se pode verificar facilmente, [p_, ¢;] = 0, o que permite
conhecer p_ e ¢t simultaneamente com precisao arbitraria.

J& calculamos no capitulo anterior (segdo 3.2) que o operador p_, apresenta flutuacoes
menores que o ruido padrao, ou shot noise (equacao (3.83)). Portanto, nossa medida pretende
demonstrar que ¢ flutua suficientemente pouco de modo a violar a desigualdade DGCZ. Assim,
se ¢4 possuir um excesso de ruido menor que a compressao em p_, os feixes estarao emaranhados.
Contudo, g1 pode estar também comprimido, como mostraremos ser possivel em teoria, o que
permite a implementagao de um protocolo de criptografia [8].

Propomos, entao, uma montagem experimental para medir o emaranhamento. Como flu-
tuacoes de fase sdo de dificil acesso via detecdo homodina [44] em nosso caso, por causa da
diferenca de frequéncias (da ordem de GHz) entre os feixes sinal e complementar, propomos o
uso de cavidades dticas vazias para “girar as elipses de ruido” [7] destes feixes em sincronia para
acessar 0q..

63
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Sera mostrado a seguir que uma cavidade Fabry-Perot, por possuir um coeficiente de reflexao
cuja fase depende fortemente da frequéncia, fornece fases diferentes para as diversas frequéncias
de ruido em relacao a fase da amplitude média do campo, mudando a distribuicdo do ruido
nas quadraturas e desse modo projetando flutuacao de fase em flutuacao de amplitude para
determinados valores de dessintonia da cavidade e frequéncia de andalise. Assim, por este método,
uma caracterizagao completa do ruido de quadratura de cada feixe é possivel.

4.2 Critério DGCZ

Um sistema quantico composto por dois subsistemas é dito separavel caso seu operador
densidade p possa ser escrito como uma mistura estatistica de produtos tensoriais de operadores
densidade dos subsistemas (se¢ao 2.5),

p=3pjpi ®pj2, (4.1)
J

emquep; >0e> . p;i=1,7¢€{1,2}

Considerando dois modos do campo eletromagnético, sabemos que os operadores de qua-
dratura amplitude e fase de cada campo, definidos em (2.20), nao comutam ([p;, g;:] = 2id; ;),
estando portanto sujeitos a uma relacao de incerteza. Entretanto, é possivel encontrar operadores
que sejam combinacoes lineares de p; e ¢; e que possuam comutadores nulos, sendo os mesmos
chamados de um par tipo EPR [45],

4+ =qtqz2, P—=p1—D2- (4.2)

Como ¢4 e p_ comutam, podem ser conhecidos simultaneamente com precisao arbitraria.
Duan e colaboradores [2] mostraram que, se os subsistemas de um sistema maior sdo separdveis
no sentido da equacao (4.1), entao vale a desigualdade

(A%qy), +(A%p_), > 2, (4.3)

e que sua violagao é uma condicao suficiente para que os subsistemas estejam emaranhados.

No caso do OPO, tém-se dois feixes criados, o sinal e o complementar. Para verificar o
critério DGCZ, é preciso medir as quadraturas amplitude e fase de cada feixe. Esta ultima é,
em geral, de dificil acesso.

4.3 Emaranhamento dos Feixes Sinal e Complementar

Com mostramos na secao 3.2, a subtracdo das quadraturas amplitude dp_ apresenta com-
pressdo. Para caracterizar emaranhamento, é necessario que a soma das fases dg1 seja tal que
(4.3) seja violada. No que segue, usaremos a mesma notacao da se¢ao 3.2.

As equagoes (3.73) obtidas na representagao de Wigner assumem a forma

d .

T = —5(1 +iA¢) dap — 2xa2daq — 2xa1das + /2956y (4.4)
d ,

T = —7 (14 iA) daq + 2xaddag + 2xapdad + /295",
d .

T—as = —(1+iA)das + 2xaidag + 2xapdal + /27 6as" .

dt
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Para os campos sinal e complementar, daf" e a4 representam as flutuagoes do vécuo.
Escrevendo estas equacoes em termos das quadraturas amplitude dp; e fase dg; dos campos,
as equacoes de interesse se tornam

d . .
Tﬁépl = —'op1 +7Adq + (x5 po—¢) 4 c.c.)dpo + (ix aj Hvo—¢) 4 c.c.)dqgo+  (4.5)
+(x g e 2 + c.c.) dpy — (ixage 2 +c.c.)dqa + V29 [ cos @ op — sengpdq’l'"_ )
d . ,
Tadql = —'6q — Y Adpr + (x5 etlvo—¢) 4 c.c.)dqo — (ix a5 eilpo—¢) 4 c.c.) opg —

—(xape ¥ +c.c.)dg — (ixage 2% 4 c.c.) dpy + /29 sen @ 0pt™ + cos gpéq’i"_ ,
d

T%(spg = ' Ope 4+ Adg + (x o P09 ce) bpo + (ix ok €P0P) ce) g +
+(x age 2% 4+ c.c.)opy — (ix age 2% + c.c.) dqr + /29 [ cos @ opit — sengpdq%n_ ,
d . ,
TE(SQQ = —v'6qo — v Adp1 + (xaf eilvo—¢) 4 c.c.)dqo — (ix o] etlpo—¢) 4 c.c.) dpg —

—(xape 2 +cc.)dq — (ixage 2P 4 c.c.)dpy + V29 sen © OpY* + cos gpéqé"_ ,

em que p = 1 = o € a fase dos modos intracavidade oy e g, e g, a fase de ag.
Estas equacoes podem ser escritas para nosso par EPR de interesse. Definindo o vetor de

variaveis
P =[0p_,8q-,0p4,8q+,0po,6q0]" (4.6)
obtém-se o sistema p
TaP =—-AP+BP,;,. (4.7)

Com o uso dos valores estacionédrios dos campos obtidos na secao 3.1, tem-se

2y 0 0 0 0 0
—29A 0 0 0 0 0
A | 0 o 0 HA —Valal/al VBRal/led | o
0 0 0 2y —27Alal/lao]  —2ylal/|aol |
0 0  vZylal/lagl  vV2yAlal/|aol Y0 SR TAY)
0 0 —v2yAlal/laol  v2ylal/|ac] QUTAY) Y0
que também pode ser escrita como
A_ 0
A= . 4.9
(44 (49

O vetor de flutuacoes de entrada P, é simplesmente o viacuo para os campos sinal e com-
plementar; para o modo do bombeio, entretanto, as flutuacoées do feixe de bombeio devem ser
levadas em conta. A diferenca de fase entre os campos de entrada e os campos intracavidades
aparecem na matriz B. Escolheremos as fases dos campos de entrada como referéncias para as
outras fases, sendo portanto nulas. Assim,

B=| 0 B, 0 |, (4.10)
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em que

COS @j S€N Y;
B; = /2v; . 4.11
J g —seny; CosYj ( )

As formas das matrizes (4.9) e (4.10), diagonais por blocos, nos mostram novamente que
as equagoes para as flutuagoes da subtracao das amplitudes e das fases sdo desacopladas das
flutuacoes da soma e do bombeio.

O dltimo passo é calcular as flutuacoes dos feixes de saida da cavidade, formadas pela
combinacao dos feixes transmitidos pelo espelho de acoplamento com o vacuo refletido pelo
mesmo, assim como em (3.81),

Pout = B'P — B//Pin ) (412)
em que
b e | cos(og = @3 —sen (5 — )
j i ., out ., out ’
sen (p; —@7*")  cos(p; — ©§*)
cos 2% sen pout
B./i/ - Jout éut : (4'13)

—sen ¢j COS ¢

As equagoes (4.6) e (4.13), apds combinadas, podem ser facilmente resolvidas no dominio de

frequéncia,
P(Q) = / P(t) et | (4.14)
de modo que a matriz de espectros de ruido (2.50)
Vou = (P() PT(—0)) (4.15)
¢é dada por
T
Vou = [B/(A+iQ1)7'B - B"| Vi, [B'(A — Q) ~'B - B’ (4.16)

em que Vi, = (P, (Q)PL(—Q)) é a matriz de ruido de entrada.
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Figura 4.1: Ruido da soma das fases S,y e amplitudes Sy, de sinal e complementar para um
feixe de bombeio coerente. Usaram-se os parametros v = 0.01, 79 = 0.05, Q = 2v/7 e 0 = 2.

Com o uso de um computador para fazer as inversoes e produtos de matrizes necessarios, é
possivel mostrar que

5p-(2) = Gpot- (D3poua- () = 1 = s,
S () = (qout—(9)Sgous(—92)) = ﬁ (4.17)
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Esse resultado, ja obtido em (3.83), assegura que a compressao da subtracao das amplitudes
dos feixes sinal e complementar é um resultado robusto, independente de parametros do feixe
de bombeio. Portanto, eventuais excessos de ruido no mesmo nao afetam a compressao.

Em contrapartida, a soma das fases depende sensivelmente do ruido de fase e de amplitude
do feixe usado como bombeio. Na figura 4.1 s@o mostradas as curvas tedricas para estes ruidos
no caso de um feixe de bombeio coerente, S0 = Sq0 = 1, em funcao das dessintonias de bombeio
Ag e sinal e complementar A.
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Figura 4.2: Ruido da soma das fases Sy; considerando um feixe de bombeio (a) apenas com
excesso de ruido na fase Sqo = 5, (b) apenas com excesso de ruido na amplitude Spy = 5, e (c)
excesso de ruido em ambas Sg9 = Spo = 5. Foram usados os mesmos parametros das curvas 4.1.

Ao contrario de S,—, que pode atingir valor nulo no caso ideal, a compressao em S,4 nao
atinge valores menores que 1/2 em regides préximas a dessintonias nulas Ag = A = 0. En-
tretanto, isso ja é suficiente para predizer teoricamente o emaranhamento e a possibilidade de
compressao necessaria a implementagdo de um protocolo de criptografia quantica [8].

Situagoes menos favoraveis sao mostradas nas curvas 4.1, em que sao considerados excessos
de ruido apenas na quadratura fase, apenas na amplitude ou em ambas as quadraturas do

bombeio.
1 So+ 1'E;_ﬁ;__—
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05 05
0.4 0.4
021 021
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Figura 4.3: Comparacao entre o efeito do excesso de ruido na amplitude e na fase de bombeio
sobre S,4 em dessintonia nula, Ag = A = 0. Os demais parametros sao os mesmos da figura 4.1.

A partir das curvas 4.2, o ruido S, parece ser mais sensivel a excesso de ruido na fase Sy
do bombeio do que em sua amplitude Sp9. Esta impressao é confirmada nas curvas 4.3, tracadas
em dessintonia nula, Ag = A = 0.

De fato, o excesso de ruido na amplitude de bombeio tende a aumentar o ruido de Sy para
dessintonias nao nulas, embora seu efeito seja muito pequeno. Nas curvas da figura 4.4 fica claro
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que, mesmo com um grande excesso de ruido em S, ainda hé vérias regioes de dessintonia Ay
em que a compressao de Sy ¢ acessivel.
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Figura 4.4: O excesso de ruido na amplitude de bombeio atua muito fracamente sobre a com-
pressao em Sgy. A direita, Spo = 1; a esquerda, Spg = 100. Supomos Sy9 = 1. Foram utilizados
os mesmos parametros da figura 4.1.

Disto concluimos que o parametro do feixe de bombeio que pode inviabilizar as medidas é
o excesso de ruido de fase Sy0 do feixe de bombeio. Mesmo valores baixos como Sy = 2 ja
comprometem a compressao em Sy de modo bastante significativo (figura 4.3).

4.4 Rotacao da Elipse de Ruido

Como primeiramente apontado por Galatola e colaboradores [7], uma cavidade Stica pode
projetar flutuacao de quadratura fase em flutuacao de quadratura amplitude para uma dada
regiao de parametros (frequéncia de andlise e dessintonia da cavidade), o que é aqui chamado
de “rodar” ou “girar” a elipse de ruido.

O principio deste método de medicao do ruido de fase de um campo é possivel porque,
basicamente, uma cavidade Fabry-Perot pode transformar ruido de quadratura fase em ruido
de quadratura amplitude porque a fase de seu coeficiente de reflexao depende fortemente da

frequéncia.
b, (vacuo) a; (entrada)
[ Cavidade —
Fabry-Perot _
b, (transmisséo) a_, (reflexio)

Figura 4.5: Situagao fisica considerada.

Considerando que os feixes da figura 4.5 sao intensos, podendo portanto ser linearizados

com tima aproximacao em torno de valores médios bem definidos, com frequéncias iguais a wy,

apresentando pequenas flutuacoes no tempo em frequéncias €2, €2 < wy, como no caso do OPO,

é possivel escrever seus operadores de destruigdo na forma genérica

a(t) = a(t) + da(t) = [a + da(t)] e ™0t .

(4.18)
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As componentes de Fourier para as flutuagoes lentamente variaveis da(t) sao definidas como
sa(Q) — / a(t) %t | (4.19)
sat(Q) = / ol (1) e dt = [a(Q)]F .

Se definirmos também as componentes de Fourier da flutuagao rapida,

sa(w) = / a(t) et (4.20)
vemos que
5a() = / sa(t) ot Didr — Sa(wy + Q) | (4.21)
e, de maneira analoga,
6a’(Q) = dal(wy + Q) . (4.22)

Por se tratar de um continuo de frequéncias, as relacoes de comutacao satisfeitas por estes
operadores sao

[a(t),a’(t)] = 6(t — 1) — [a(w),d' ()] =276(w - . (4.23)

Na situagao quase classica de que estamos tratando, a cavidade age sobre as componentes de
frequéncia dos campos quanticos incidentes segundo as mesmas equagoes usadas para campos
classicos (ver capitulo 2, secao 2.4). Associando ao feixe incidente o operador de destruicao a;y,
ao feixe refletido pela cavidade, a.y,:, a0 vacuo que entra pelo espelho de saida, b;,, e ao feixe
transmitido, by, tem-se

out(w) = 1(w)aip(w)+t(w) bin(w) , (4.24)
bout(w) = t(w) ain(w) - T/(w) bin(w) )

em que 7(w) e t(w) sdo os coeficientes de reflexao e transmissao de amplitude da cavidade para
o feixe incidente e r’(w), o coeficiente de reflexao para o vdcuo incidente, dados, no caso de uma
cavidade Fabry-Perot, por

i2m(w—we)/Awe 12m(w—we)/Awe

’ ’I”/(W) _rp2—nre

( ) TKL —Tg9€
rw) = = -
1—rirgel 2m(w—we)/Awe

T 1 - r1To el 2m(w—we)/Awe (425)
im(w—we)/Awe

t( ) o tl t2 €
w)= 1—rirge 27 (w—we)/Awe

: (4.26)

com Aw, sendo o intervalo espectral livre da cavidade, w., sua frequéncia de ressonancia mais
préxima de wq, e 11, 1o, t1 € ta, os coeficientes de reflexdo e transmissao de amplitude de seus
espelhos de entrada (indice 1) e saida (indice 2).

Como o valor médio f3;,, do vacuo é nulo, a média das equagoes (4.24) fornece

Qout = T(wo)am, (427)

ﬂout = t(WO) Qi

0 que mostra serem os valores médios dos campos também girados pela cavidade (ganham uma
fase). A fim de se medir as mesmas quadraturas na entrada e na saida do feixe em relagao ao
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valor médio, é preciso levar em conta essa rotagdo no momento de definir as quadraturas dos
feixes refletido e transmitido.

Definem-se, entao, p(t) e q(t) respectivamente como as quadraturas amplitude e fase do feixe
de entrada, x(t) e y(t) como as do vacuo, e P.(t) e P,(t) como as quadraturas amplitude dos
feixes refletido e transmitido (ndo estaremos interessados nas quadraturas fase destes feixes), do

*

seguinte modo: se o feixe de entrada é escolhido real por simplicidade!, o, = o,

e se escreva
i
r(wo) = [r(wo) ¥, (4.28)
tem-se, para as flutuagoes lentamente varidveis (isto é, com frequéncia 2 em torno de wy),

p(t) = am(t) et +al, (t) e q(t) = —i[am(t) 0t — al, (t) et ] | (4.29)

in

2(t) = bin(t) € + B, (8) €00 y(t) = =i [bin(t) €08 = B, (8) e 0" ]
Pr(t) = €77 agu(t) €0 + €7 alut(t) et Py(t) = €7 boyy(t) €0t + i blut(t) o—iwot

No dominio de frequéncia, definem-se as transformadas de Fourier destes operadores,

o(w) = / o(t) étdt | (4.30)

em que 6(t) é um dos operadores definidos em (4.29), de forma que suas componentes de
frequéncia possam ser escritas em termos das componentes de frequéncia dos operadores de
criagdo e aniquilagdo definidas em (4.19). Por exemplo, tem-se para a flutuacdo de amplitude
do feixe refletido,

out

5P (Q) = / S (1) edt  — §P.(Q) = € Sagus(Q) + €97 Sal, (—0) . (4.31)

O proéximo passo é escrever as flutuagoes de operadores de saida (campos refletido e trans-
mitido) em fungao de flutuagoes dos operadores de entrada (feixe incidente e vicuo). Para tal,
utilizam-se as equagoes (4.24). A primeira delas fornece

Saout (W) = 1(w) 0ain (w) + t(w) Obin (w) - (4.32)
Mas, de acordo com (4.21), isto implica em
daout () = r(wo + Q) 0ain (2) + t(wo + Q) b, () . (4.33)
Para a equacao adjunta, usa-se (4.22), obtendo-se

Sal ,(—Q) = r(wo — Q) dal () + t(wo — Q) 6b (—Q) . (4.34)

out

Neste ponto, basta escrever as flutuagoes de amplitude dos campos refletido 0 P.(£2) e trans-
mitido dP;(£2) em termos das flutuagdes de quadratura do feixe incidente dp;, (2) e 0gin(£2).
Substituindo-se (4.33) e (4.34) em (4.31), obtém-se P, em fungao de da;y, (€2), 5ajn(—Q), 0bin (2)
e (5b;-rn(—§2). Finalmente, usam-se as relacoes (4.29) para se eliminar os operadores de criacao e
aniquilacao do feixe incidente e do vacuo em funcao de operadores de quadratura.

!Basta escolher sua fase como nula, posto que a mesma é definida a menos de uma constante: somente as fases
relativas guardam importancia.
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Com isso, obtém-se para o feixe refletido

0P (€2) = 91(2) 6p(Q) + i g2(2) 6q(€2) + g3(£2) d(€2) + 4 ga(€2) oy(€2) , (4.35)

e 91(Q) = % [e=®r r(wo + Q) + e r*(wg — Q) ], (4.36)
92(Q) = % [e7%r r(wp + Q) — e r*(wo — Q) ],
93() = 3le ¥ t(wo + Q) + € t*(wo — Q)]
94(Q) = % [e7®r t(wy + Q) — e t*(wo — Q)] .

A equagao (4.35) expressa que a flutuacao de amplitude do feixe refletido é uma fungao
das flutuacoes das quadraturas amplitude e fase do feixe de entrada e do vacuo. Variando-
se o comprimento da cavidade, varia-se sua dessintonia em relacao ao feixe sob estudo; como
a participacao da flutuagdo de cada quadratura (coeficientes gj(w)) depende da dessintonia,
varrer a cavidade é equivalente a girar a elipse de ruido (na representacao de Fresnel) do feixe
de entrada projetando-a no ruido de amplitude do feixe refletido.

Em outras palavras, a fase que a cavidade fornece a cada frequéncia de ruido é diferente
da fase fornecida ao valor médio do campo, e, por serem estas fases funcao da dessintonia da
cavidade, é possivel atrasar determinadas componentes de ruido em relagdo ao valor médio.
Para uma configuracao especifica de atrasos, ruido de fase do feixe incidente se torna ruido de
amplitude do feixe refletido.

As curvas da figura 4.6 mostram como variam estes coeficientes em fungao da dessintonia da
cavidade em relagao ao feixe sob estudo e também como se comportam em diferentes frequéncias
de anélise.

O espectro de ruido do feixe refletido é calculado como indicado no capitulo 2, secao 2.2,

(6P (Q)0P](V)) =27 5, () 6(Q2 — ), (4.37)
e, definindo

(0p(€) 0q(—QY) + 3¢(Q) op(—Q)) = 27 Cpgr () 6(2 — ), (4.38)
(0p(€) 0q(—Q) — 3¢() op(—2)) = 27w Cpg—(2) (2 — ),

como as correlagoes entre as quadraturas amplitude e fase, chega-se finalmente a

S:(Q) = g1 (P Sp(©) + |g2(Q)P S4(€) + lgs () + lga ()2 + (4.39)
+2Tm{g1 (2)g5(2)} Cps + 2Re{g1 (Vg5 ()} Cr

em que Sp(2) e S4(f2) sao respectivamente os espectros de ruido de p(t) e ¢(t) — definidos a
partir de uma relagdo anédloga & (4.37) —, exatamente aquilo que se quer determinar a partir da
medida de S,(2) (note que S,(2) e S,(9) sdo iguais a 1 por se tratar do campo de vécuo ?).

As correlagoes Cpg4 podem ser calculadas a partir de (4.16) usando os elementos nao dia-
gonais de V,,;; entretanto, o que se objetiva durante a medida é |go| = 1 e |g1| = 0, situagao
em que os coeficientes de Cpy+ em (4.39) devem se tornar despreziveis. O efeito de correlagoes
nao nulas é tornar assimétrica a curva de ruido de amplitude do feixe refletido em funcao da
dessintonia da cavidade de anélise.

2Além disso, é simples mostrar a partir de (4.23) que termos do tipo (§z(Q)dy(—)) sdo nulos.
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Figura 4.6: Curvas dos médulos dos coeficientes de (4.36) em funcdo da dessintonia da cavidade de
andlise. (a) |g1]%, (b) |g2/?, (c) |g3|* + |94]?, (d) 2Re{g195}. Cada coeficiente é mostrado em trés
frequéncias de andlise diferentes: Linha pontilhada: Q = 2v/20w; Linha tracejada: Q = v/2w/2; Linha
continua: Q = v/26w. Foram adotados os seguintes valores para os parametros relevantes: largura de
banda (FWHM) da cavidade dw = 5 MHz e finesse F' = 270, bem como ruido de amplitude S, = 2 e de

fase Sy = 10 (em unidades de shot noise) para o feixe incidente.

Na figura 4.7 sao mostradas algumas curvas de rotacao de elipse de ruido para diversas
frequéncias de analise. Em particular, é de se notar que se torna possivel girar completamente
2

a elipse (ou seja, o coeficiente |g1(€2)|* vai a zero para algum valor de dessintonia da cavidade)

apenas para frequéncias de andlise que satisfacam
0 >V26w, (4.40)

em que dw ¢ a largura de banda da cavidade (FWHM), em total acordo com [7] (ver também
figura 4.6). Isto implica que as cavidades de andlise devem ter altas finesses e/ou grandes
comprimentos, ja que a largura de banda é o quociente da finesse pelo intervalo espectral livre.
> e |gal?
0 seno e o cosseno do angulo de rotacao da elipse. O tnico problema com esta interpretagao é

Os coeficientes |g; sao sempre menores que 1, podendo ser quase interpretados como
que |g1]? + |g2|? < 1, a igualdade s6 valendo se o espelho de saida for perfeito (reflexdo unitéria),
caso em que o vacuo nao entra por este espelho. Portanto, o efeito da transmissao do espelho
de saida é atrapalhar a rotacao da elipse de ruido.

Outro fato interessante é que, para frequéncias de andlise tipicas, o maximo de |g2(€2)]
(e, consequentemente, o minimo de |g1(£2)|) ocorre aproximadamente quando a dessintonia da
cavidade é tal que a intensidade transmitida é metade da transmissao méxima. Isso significa
que é nessa regiao, na metade do valor maximo da curva de transmissao (ou reflexao), que as
flutuacoes do feixe refletido sao quase totalmente formadas por flutuacao da quadratura fase do
feixe incidente.
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Figura 4.7: Ruido do feixe refletido S, em funcéo da dessintonia da cavidade de andlise. Feixe incidente
comprimido na quadratura (a) amplitude, com S, = 0,5 ¢ S, = 5 em unidades de shot noise (representado
pela linha horizontal cinza) ou (b) fase, com S, =5 e S; = 0,5. As frequéncias de andlise sdo: Linha

tracejada: Q = v/20w/2; Linha continua: Q = v/26w; Linha pontilhada: Q = 2v/20w. Os mesmos
parametros da figura 4.6 sao utilizados.

Um célculo andlogo revela que a flutuagdo do feixe transmitido também é funcao das flu-
tuagoes dos feixes de entrada,

SP,(Q) = h1 () 8p(Q) + i ha(R) 3q(€) + ha() 52() + i ha(R) y(Q) , (4.41)

em que, escrevendo t(wp) = [t(wp)| €, tem-se

Q) = (e ™ two+Q)+ ¥t (wo— Q)] (4.42)
ha(Q) = e ™ t(wo+ Q) — ¥t (wo — Q)]
hs3(2) % (et r(wo + Q) + e r*(wo — Q)] ,
ha(€2) 3le7 ¥ r(wo + Q) — €% r*(wo — Q)]
e, consequentemente,
SH(Q) = |R1(Q)]? Sp(Q) + [h2()2 Sy() + |hs ()] + |ha(Q)]* + (4.43)

+2Tm{h (Q)h5()} Cpgr + 2Re{h (Qh5(Q)} Cpa- .

Entretanto, o ruido do feixe transmitido nao é uma informagao de grande valia por algu-
mas razoes. Primeiramente, a elipse jamais é completamente rodada. Em segundo lugar, os
coeficientes hi(2) e hy(£2) sdo muito parecidos, seus mddulos apresentando valores méximos
na mesma regiao de dessintonia da cavidade, o que impede ver flutuacao de fase numa regiao
diferente da flutuagao de amplitude. Finalmente, a intensidade do feixe transmitido é nao des-

prezivel apenas na ressonancia da cavidade, local em que a elipse de ruido ainda nao é girada

para frequéncias tipicas de andlise. Esse resultado estd em acordo com o fato de que uma

cavidade 6tica pode ser usada para filtrar ruido de um feixe [46].
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4.5 Arranjo Experimental

Nossa proposta de arranjo para a medida é mostrada na figura 4.8. Os feixes gémeos gerados
no OPO sao separados por um divisor de feixe polarizante (PBS) — sinal e complementar tém
polarizagoes ortogonais num OPO tipo II — e cada um segue para sua cavidade de andlise. Antes
de ingressar na cavidade, cada feixe é transmitido por um outro PBS seguido por uma lamina
de quarto de onda, ficando circularmente polarizado: o feixe refletido pela cavidade, ao passar
pela mesma lamina no caminho de volta, é polarizado na direcao ortogonal a de entrada, sendo
refletido pelo segundo cubo. Daf ele parte para a detegao balanceada (figura 4.8).

PBS PBS Cavidade de Anilise 1
H K PZT
4
NPBS s, S,
Detegdo A
v Balanceada 1 \
Cavidade de Andlise 2 _
PBS NPRS Analisador
g de Espectro
2
[ Do L
PZT A/ Detecédo
v Balanceada 2

Figura 4.8: Arranjo experimental proposto para a medida de emaranhamento entre feixes in-
tensos no OPO.

Cada detecao balanceada permite somar ou subtrair os sinais de fotocorrentes de seus dois
detetores (suas chaves somadoras serdo denotadas por S; e S3). Além disso, outra chave (deno-
tada por S3) permite somar ou subtrair os sinais das detegoes balanceadas.

Para se medir o shot noise, a base de comparacao para as medidas de ruido, colocam-se S
e Sy em subtracao e S3 em soma (ou subtragao, o resultado deve ser o mesmo). Por outro lado,
a medida de correlagdo propriamente dita é feita em duas etapas: com Sy e Sy em posicao de
soma e S3 em subtracdo mede-se o ruido da subtracao dos feixes; com Si, S2 e S3 em soma, o
ruido da soma.

As cavidades sdo varridas em comprimento durante as medidas, o que faz girar a elipse de
ruido. A parte mais delicada da medida é o fato de se ter de manter as cavidades com os picos
de ressonancia perfeitamente superpostos durante a varredura, a fim de que as duas elipses de
ruido, uma de cada feixe, girem em sincronia.

O sinal de alta frequéncia da fotocorrente saido da chave S3 é enviado a um aparelho anal-
isador de espectro, que fornece a poténcia do ruido na frequéncia escolhida. O resultado de inter-
esse da medida ¢ a flutuacao na quadratura amplitude da subtracao e a flutuacéo na quadratura
fase da soma das fotocorrentes dos dois feixes em determinada frequéncia de analise.
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Naturalmente, cada cavidade nao precisa ser necessariamente varrida durante a medida, mas
pode ser mantida com o comprimento fixo exatamente na posicdo em que sua dessintonia em
relacdo ao feixe permite a projecao méaxima de flutuagao de fase em flutuacdo de intensidade
com o uso de um sistema de lock-in.

4.6 Medidas Preliminares

Efetuamos experimentalmente a proposta de medida discutida na secao anterior. Nossos
resultados sao inconclusivos devido a dificuldades que enfrentamos com nossa montagem ex-
perimental especifica, sendo por isso preliminares; sao, porém, bastante encorajadores e teis
por nos indicar a presenca de emaranhamento e nos mostrar as dificuldades e pontos chave da
experiéncia a serem melhorados.

Medidas passadas [42] e as medidas preliminares apresentadas a seguir ja revelaram que nosso
OPO gera feixes sinal e complementar dos quais a subtragao direta das fotocorrentes (quadratura
amplitude) apresenta aproximadamente 20% de compressao de ruido quando chegam aos fotode-
tetores. Logo, nossa intencao foi demonstrar que a soma das fases flutua menos que 1,2 vezes o
ruido padrao.

Os dados tomados em cada medida foram: intensidade média de cada feixe (sinais DC
dos fotodetetores); espectro de ruido da soma ou subtragdo dos feixes refletidos (sinal HF
dos fotodetetores ap6s serem somados ou subtraidos conforme descrito na segdo anterior) nas
frequéncias de anélise de 5MHz, 10MHz e 20MHz; curva de transmissao das cavidades de analise
em unidades arbitrarias (usadas para garantir que as cavidades estivessem em sincronia durante
suas varreduras em comprimento); e ruido eletrénico.

Para tratamento de dados, foi feito o seguinte procedimento: subtraiu-se do ruido de interesse
(soma, subtracdo ou shot noise) o ruido eletronico, e entdo normalizou-se o resultado pela
intensidade média total dos dois feixes. Tipicamente, o ruido eletronico era pelo menos cinco
vezes menor que os ruidos de interesse.

As cavidades de analise utilizadas eram formadas por dois espelhos esféricos, com raio de
curvatura R = 100mm, um dos quais, o espelho de acoplamento, deveria refletir 98% da intensi-
dade incidente, e o outro, ser altamente refletor, de modo a formar uma cavidade linear (somente
um espelho de acoplamento), montadas em configuracao quase confocal. Infelizmente, as especi-
ficacoes definidas na compra nao foram atendidas, nem mesmo a qualidade de superficie, que se
verificou ser abaixo do esperado em alguns espelhos do lote.

Com isso conseguimos, apds um bom alinhamento, finesses de aproximadamente 150 e perdas
consideraveis na luz refletida, o que é danoso quando se pretende medir correlagoes quanticas.
Possuindo a cavidade pouco mais de 100mm de comprimento, isso implica numa largura de
banda de aproximadamente 10MHz, possibilitando teoricamente a rotacao completa da elipse
de ruido apenas para frequéncias de andlise superiores a 14MHz, comprometendo o nivel de
compressao obtida.

As medidas foram realizadas com ambas as cavidades de andlise sendo varridas em com-
primento em torno de suas ressonancias com auxilio de ceramicas piezoelétricas (PZT’s). As
curvas de transmissao das cavidades eram monitoradas e, através das tensoes aplicadas aos
PZT’s, tentava-se manté-las tao bem superpostas quanto possivel. Isso era necessario para
asseguras que as elipses de ruido de sinal e complementar eram giradas de forma sincrona.
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Figura 4.9: Ruido do feixe refletido normalizado pelo shot noise medido em fungéo da varredura do
comprimento da cavidade (realizada linearmente no tempo). A frequéncia de anélise é igual a 5 MHz. Os
sinais no topo da figura sdo os campos médios transmitidos pelas cavidades (sinais DC dos fotodetetores):
em vermelho, na medida de shot noise; em azul, na medida de ruido do feixe sinal. Os gréficos na
parte inferior sdo as medidas dos espectros de ruido dos sinais de alta frequéncia (HF) dos fotodetetores
normalizadas pelo sinal DC e em unidades de shot noise: em vermelho, o shot noise normalizado; em

azul, o ruido do feixe refletido.

Em primeiro lugar, testamos as cavidades separadamente a fim de caracterizar o ruido de
cada feixe. A figura 4.9 mostra os resultados obtidos para um dos feixes (resultados anédlogos
foram obtidos para o outro feixe). Como se pode ver, a cavidade de andlise se encontrava
muito instével, seu perfil de transmissao na ressonancia estando muito diferente de uma curva
lorentziana. Isso impediu que se identificasse a dessintonia da cavidade e, assim, que pontos da
curva de ruido do feixe refletido correspondiam a uma flutuacao na quadratura fase. Portanto,
nada pudemos inferir dos ruidos de cada feixe nesta tentativa.

Em seguida, partimos para a medida de emaranhamento. Nossos resultados estao apre-
sentados na figura 4.10. A coluna da direita abriga os ruidos da soma das fases dos feixes
sinal e complementar; a esquerda encontram-se os ruidos da subtracao de suas intensidades.
Como se vé, as cavidades de analise nao puderam girar completamente as elipses de ruido dos
feixes, exceto na frequéncia de andlise 20MHz. Entretanto, a compressao em frequéncias altas
diminui sensivelmente (equacao (3.83)), tornando a incerteza compardvel ao valor medido de
compressao. Por isso, sao necessarias cavidades que girem as elipses de ruido em frequéncias de
andalise menores.

Vemos que, de modo geral, ndao ha uma boa sincronia entre os picos de ressonancia das
cavidades de andlise, o que introduz assimetrias nos ruidos medidos, ja que, em alguns pontos no
mesmo lado dos picos, suas laterais estao em sincronia, caracterizando bem a soma ou diferenca
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Figura 4.10: Curvas dos espectros de ruido da soma e da subtragao das fotocorrentes dos dois feixes

para vérias frequéncias de anélise. Os sinais na parte superior de cada gréafico (sinais DC das reflexdes das

cavidades) indicam como foi a superposi¢do obtida entre as ressonancias das cavidades. Em vermelho, o

ruido padrao; em azul, o ruido da soma na coluna a direita, e da subtragao a esquerda.
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das quadraturas giradas, e, em outros, o maximo de um pico coincide com a lateral do outro,
medindo algo que nao é de interesse.

Melhorias a serem feitas para evitar estes problemas sao: adquirir espelhos que satisfacam
as especificagoes Otimas de rotacao da elipse e permitam pouca perda de luz; investir numa
melhor estabilidade das cavidades, criando um desenho mais robusto; fixar as cavidades numa
dessintonia otimizada fixa através de métodos de lock-in; aumentar a compressao do OPO,
melhorando assim o minimo excesso de ruido na soma das fases em que estaria caracterizado
emaranhamento.

4.6.1 Ruido da Subtracao

O ruido da diferenca possui a funcéo de caracterizar a compressao nas flutuacoes de inten-
sidades fornecida pelo OPO e verificar se a medida é confidvel, visto que o resultado pode ser
comparado com medidas anteriores de compressao [42].

As curvas do ruido da diferenca mostram que, com as cavidades distantes da ressonancia,
o ruido normalizado de subtragao, em unidades de shot noise, era aproximadamente 0,8 (em
unidades de shot noise) nas frequéncias de analise 5MHz e 10MHz (20% de compressao), e 0,9
em 20MHz (10% de compressao). Isto é consistente com o esperado para a compressao do OPO,
que deve diminuir em funcao da frequéncia de andlise até desaparecer para frequéncias maiores
que a largura de banda da cavidade do OPO para os feixes sinal e complementar (figura 3.5),
estimada em 15MHz em nosso caso.

Na ressonancia das cavidades, nota-se que o ruido aumenta significativamente, caracterizando
o excesso de ruido da subtracao das fases. Como a subtragao das amplitudes e das fases nao
comutam, a compressao em uma implica no excesso da outra; porém, a subtracao das fases dos
feixes de nossa experiéncia apresentam mais excesso do que o minimo, nao estando, portanto,
num estado de incerteza minima.

E durante a entrada na ressonancia, na lateral do pico de transmissao, que a cavidade
projeta ao maximo ruido de fase em ruido de amplitude. Segundo as curvas mostradas na
figura 4.7, no centro da ressonancia da cavidade nao hé projecao de ruido se a frequéncia de
andlise () satisfizer 2 > dw, em que dw é a largura de banda da cavidade de andlise. Isso
evidencia que nossas cavidades realmente nao possufam ressonancias suficientemente estreitas
em frequéncia para girar a elipse de ruido nas frequéncias de andlise de 5MHz e 10MHz, como
ja dito anteriormente. Entretanto, o fato de o ruido aumentar na lateral da ressonancia indica
que a elipse estd sendo parcialmente girada.

4.6.2 Ruido da Soma

O ruido da soma é a parte crucial da medida, por ser o ruido da soma das fases aquilo que
falta para demonstrar experimentalmente o emaranhamento entre os feixes sinal e complementar
nao-degenerados acima do limiar.

As curvas apresentadas na coluna esquerda da figura 4.10 revelam resultados promissores,
embora ainda nao conclusivos. Nas frequéncias de andlise 5MHz e 10MHz, verifica-se que o
ruido da soma das fases sofre uma queda durante a ressonancia das cavidades, o que é um bom
indicativo, embora nao chegue ao nivel de shot noise. Isto ja era esperado tendo em vista os
resultados dos ruidos da subtracao das intensidades, que demonstram nao ser a elipse de ruido
de cada feixe girada satisfatoriamente.
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E possivel ver também que o ruido sofre grandes oscilagoes mesmo fora da ressonancia. Com
isso em mente, percebe-se facilmente que uma medida com as cavidades fixas na dessintonia
adequada seria muito mais confidvel.

Por fim, a medida em frequéncia de andlise 20MHz é extremamente motivadora, posto que
esta é a Unica frequéncia de andlise para a qual a elipse do ruido é completamente girada. Como
se vé, sua curva de ruido da soma das fases aproxima-se consideravelmente do nivel do shot
noise. Em nimeros, obtivemos, em unidades de shot noise,

A’p_=0,9 , A% .~1,15, (4.44)

mas com uma grande imprecisio em A2q,, dado que somente alguns pontos adquiridos (apro-
ximadamente 5) representam a regiao de ruido de fase e, ainda assim, com grande flutuagao no
valor medido.

Como se vé, a soma destas duas variancias se encontra muito préxima de 2, sugerindo que
melhores condicoes experimentais possam mostrar a violacdo da desigualdade 4.3. Por isso,
consideramos estes dados um bom indicativo da possivel existéncia de emaranhamento e um
incentivo ao aperfeicoamento da medida.



80

CAPITULO 4. MEDIDA DE EMARANHAMENTO NO OPO



Capitulo 5

Conclusao e Perspectivas

Foi apresentada uma proposta original de medida para caracterizar o emaranhamento dos
feixes sinal e complementar gerados no OPO nao-degenerado acima do limiar, a qual realizamos
em carater preliminar.

Basicamente, o emaranhamento seria demonstrado caso a variancia de um par de operadores
tipo EPR, formados a partir da combinacao linear de operadores de quadraturas dos feixes sinal
e complementar, violasse uma desigualdade tipo Bell, o critério de Duan e colaboradores.

No caso do OPO, o par EPR ¢ a flutuacao da soma das quadraturas fase dos feixes sinal e
complementar e a flutuagao da subtracao de suas quadraturas amplitude. A fim de obter acesso
as flutuacoes de fase dos feixes, utilizamos cavidades 6ticas para projetar ruido de fase em ruido
de intensidade, dessa forma eliminando a necessidade de um oscilador local para cada feixe.

Nossas investigacoes tedricas indicam existir uma regiao de parametros experimentalmente
acessivel em que a soma das fases é comprimida, caracterizando emaranhamento, embora o
ruido de fase do feixe usado como bombeio, se muito superior ao shot noise, possa denegrir esta
compressao e até destruir o emaranhamento.

Dentre as dificuldades encontradas para a realizacao confidvel da experiéncia, as principais
foram de carater técnico, necessitando de ajustes em nosso equipamento de medida.

Os resultados obtidos foram bastante encorajadores, apesar de inconclusivos. Em particular,
o ruido da soma das fases em frequéncia de andlise 20MHz, uinica frequéncia para a qual os ruidos
de fase dos feixes podiam ser, em principio, completamente inferidos, indicam o emaranhamento.

De modo a fundamentar os conceitos introduzidos nesta proposta, foram apresentadas a
teoria classica e quantica do OPO, abordando, no contexto de interesse, grande parte de seus
conceitos essenciais quanto a funcionamento e caracteristicas, bem como uma descri¢ao resumida
de tépicos de Otica Quantica mais avangados cuja importancia se mostrou de algum modo
relevante para os cédlculos realizados.

Nossas perspectivas sao retomar a medida proposta num contexto experimental mais fa-
voravel, posterior a execucao de algumas das melhorias apontadas, tanto nas cavidades de
andlise quanto no OPO em si, e possivelmente usar esta técnica para implementar um pro-

tocolo de criptografia quantica com feixes intensos.
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