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85Rb. O valor em MHz
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shot noise (0 dB). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

vi
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qü�encia de análise Ω = Γ/6. A correspondente correlaç�ao
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Qu�antica.

Agradeço aos Profs. Drs. Antonio F. R. de Toledo Piza, Arturo Lezama,
Miled H. Y. Moussa e Nicim Zagury por aceitar o convite para formar parte
da banca examinadora deste trabalho de tese.

O Prof. Geraldo Alexandre Barbosa foi sem dúvida uma pessoa mar-
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Resumo

Este trabalho apresenta uma contribuiç�ao ao estudo das ßutuaç�oes qu�an-
ticas dos feixes sonda e de bombeio na condiç�ao de transpar�encia induzida
por laser. Com esse estudo conseguimos observar nas ßutuaç�oes dos cam-
pos uma manifestaç�ao do caráter coerente da interaç�ao dos átomos com os
feixes. Para alcançar nosso objetivo, derivamos a teoria do fen�omeno da
transpar�encia induzida tratando ambos feixes dentro do formalismo qu�antico.
Com tal formulaç�ao, encontramos que a condiç�ao de transpar�encia induzida
corresponde a um estado de equilibrio din�amico do sistema átomo � campo
de bombeio � campo sonda onde, os átomos redistribuem os fótons entre
os campos, correlacionando os mesmos e alterando, ao mesmo tempo, as
propriedades estat́õsticas desses feixes. Utilizando dois critérios diferentes,
mostramos que a correlaç�ao entre os feixes sonda e de bombeio é de na-
tureza qu�antica, o que possibilita a aplicaç�ao desse sistema, por exemplo, na
informaç�ao e computaç�ao qu�anticas.
Os resultados experimentais obtidos conÞrmaram as previs�oes teóricas em

relaç�ao às ßutuaç�oes qu�anticas dos campos, e à exist�encia de uma correlaç�ao
entre eles. Trata-se da primeira investigaç�ao experimental de propriedades
estat́õsticas dos campos em transpar�encia induzida. A correlaç�ao de intensi-
dade medida é o primeiro passo para a observaç�ao de emaranhamento entre
os feixes sonda e de bombeio na condiç�ao de transpar�encia induzida.
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Abstract

In this work we present a contribution to the study of quantum ßuctu-
ations of pump and probe Þelds in the Electromagnetically Induced Trans-
parency (EIT) condition. We observed in the Þeld�s ßuctuations evidence of
the coherent character of the interaction between the atoms and the Þelds.
To reach our purpose, the Þelds were treated quantum-mechanically in deriv-
ing the theory of the EIT phenomenon. Using this formulation, we concluded
that the EIT condition corresponds to a state of dynamical equilibrium of
the system atom � pump Þeld � probe Þeld, where the atoms redistribute
the photons between both Þelds, correlating them and, at the same time,
affecting their statistical properties. By means of two different criteria we
showed that such a correlation is of quantum nature, making possible the ap-
plication of this system in, for example, quantum information and quantum
computation.
The theoretical predictions were corroborated by our experimental re-

sults regarding the quantum ßuctuations and the existence of a correlation
between the pump and probe Þelds. This is the Þrst experiment to investigate
statistical properties of the Þelds in EIT. The intensity correlation measured
is the Þrst step towards the observation of entanglement between the Þelds.



xx



Caṕõtulo 1

Introduç�ao

A luz e suas propriedades t�em chamado a atenç�ao do Homem desde a antigüi-
dade e o Sol, como fonte primária de luz, teve um papel importante, sendo
uma prova de sua inßu�encia o culto a esse astro fundado pelo faraó AmenoÞs
IV no ano 1370 (a.c.).
Esse interesse do ser humano pela luz começou a transformar-se em estudo

sistemático na Grécia antiga, onde apareceram os �primeiros postulados� da
ótica: a identidade entre a vis�ao e a luz, e o caráter material da luz; idéias
que encontramos desenvolvidas nos diálogos naturalistas de Plat�ao.
A ótica clássica, como ela é conhecida hoje, tem seus fundamentos nos

trabalhos de eminentes pensadores como Newton, Leibnitz, e Huygens que,
em seu �Tratado sobre a Luz�, criou a base da ótica geométrica.
No começo do século XX, as idéias revolucionárias de Planck mudaram a

concepç�ao do mundo material, e precisamente a luz (ou campo de radiaç�ao)
e suas propriedades provocaram essa revoluç�ao na F́õsica. Começava assim a
era da Mec�anica Qu�antica, e outras disciplinas entre as quais encontramos a
Ótica Qu�antica.
O desenvolvimento da Ótica Qu�antica, além de permitir o estudo de pro-

priedades intŕõnsecas da natureza da luz, possibilitou consolidar os conheci-
mentos sobre as novas fontes emissoras de luz, tais como os lasers e os diodos
emissores de luz (LED). Por um lado, esses dispositivos permitiram o desen-
volvimento de novas e interessantes aplicaç�oes tecnológicas que cobrem uma
faixa ampla que vai desde a área médica, com a tomograÞa axial computa-
rizada, até as telecomunicaç�oes empregando Þbras óticas. Por outro lado,
com o surgimento dos lasers, novas experi�encias foram posśõveis e, em parti-
cular, na f́õsica at�omica o impacto causado por esse dispositivo optoeletr�onico
é considerável.
O presente trabalho tem por objetivo o estudo das propriedades qu�anticas

de dois feixes de luz laser que interagem com um meio at�omico na condiç�ao de
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transpar�encia induzida. O fen�omeno da transpar�encia induzida, conhecido na
literatura pela sigla EIT (Electromagnetically Induced Transparency), con-
siste na anulaç�ao da absorç�ao de um feixe de luz laser (chamado habitual-
mente feixe sonda) por um meio at�omico, quando sobre os átomos fazemos
incidir outro feixe de luz laser (denominado feixe de bombeio).
O efeito f́õsico que constitui a ess�encia da transpar�encia induzida é de-

nominado aprisionamento coerente de populaç�ao, e foi descoberto em 1976
por Gerardo Alzetta e colaboradores na Universidade de Pisa na Itália [1].
Esse experimento consistiu em observar a ßuoresc�encia emitida por átomos
de sódio que interagem com um laser multimodo. Dez anos mais tarde, foi
descoberta a possibilidade de observar o mesmo efeito em meios densos, em-
pregando dois lasers monocromáticos com freqü�encias diferentes. Desta vez,
os autores da experi�encia foram os cientistas russos Olga Kocharovskaya e
Yakov Khanin do Instituto Politécnico de Leningrado [2]. Outro trabalho
pioneiro sobre a transpar�encia induzida foi reportado por Stephen Harris e
colaboradores [3].
Desde ent�ao, as experi�encias realizadas de transpar�encia induzida t�em

como objetivo principal o estudo da modiÞcaç�ao das propriedades do meio
at�omico, o qual é feito analisando a intensidade média transmitida do feixe
sonda. A nossa proposta consiste em estudar, teórica e experimentalmente, as
ßutuaç�oes qu�anticas, n�ao só do feixe sonda, mas também do feixe de bombeio,
cujas propriedades consideram-se inalteradas nesse tipo de experi�encias, pela
grande maioria dos autores.
Primeiramente, no caṕõtulo 2, começaremos introduzindo os conceitos

fundamentais relacionados com as ßutuaç�oes qu�anticas do campo eletro-
magnético. Como veremos neste caṕõtulo, importantes propriedades do cam-
po de radiaç�ao podem ser derivadas a partir do tratamento qu�antico do
campo, tendo destaque a exist�encia de ßutuaç�oes de origem qu�antica, para
um campo em estado de vácuo. Também no caṕõtulo 2, apresentaremos um
modelo para um feixe de luz laser propagante descrito quanticamente, que
considera algumas propriedades reais da luz emitida por um dispositivo laser.
Finalizando o caṕõtulo, será apresentada a técnica experimental comumente
utilizada para estudar as ßutuaç�oes de um feixe de luz.
O caṕõtulo seguinte será dedicado à apresentaç�ao de um análogo clássico

da transpar�encia induzida. Analisando os resultados obtidos com um trata-
mento totalmente qu�antico da interaç�ao coerente entre um átomo de tr�es
ńõveis e dois campos quantizados, fomos motivados a procurar uma analogia
clássica da transpar�encia induzida. Esse tratamento completamente clássico
do problema permite entender a ess�encia f́õsica do fen�omeno da transpar�encia
induzida. O resultado teórico, obtido em um sistema f́õsico formado por mas-
sas e molas, reproduz Þelmente os resultados obtidos aplicando uma teoria
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semiclássica (tratamento clássico dos campos) ao problema da interaç�ao entre
os feixes sonda e de bombeio com o meio at�omico. No Þnal desse caṕõtulo s�ao
mostrados os resultados experimentais obtidos com outro sistema, também
clássico, neste caso dois circuitos osciladores elétricos RLC acoplados.
No caṕõtulo 4 será desenvolvida a teoria qu�antica da transpar�encia in-

duzida em um meio at�omico. Essa teoria será formulada empregando as
equaç�oes qu�anticas de Langevin, ou equaç�oes de Heisenberg-Langevin, como
também s�ao conhecidas na literatura. O tratamento qu�antico dos campos
possibilitará estudar suas ßutuaç�oes e as implicaç�oes que podem ser derivadas
a partir dessa consideraç�ao. Neste caṕõtulo, o modelo de laser propagante
introduzido no caṕõtulo 2 será modiÞcado para incluir outras propriedades
da fonte do feixe. Essa modiÞcaç�ao é necessária, pois de forma geral, o pro-
blema da interaç�ao de um meio at�omico com feixes propagantes é tratado
considerando que essa interaç�ao acontece no interior de uma cavidade e, no
tratamento que será apresentado essa consideraç�ao n�ao é utilizada.
Os primeiros resultados da teoria ser�ao apresentados na seç�ao das pre-

vis�oes teóricas do caṕõtulo 4. Vários resultados originais importantes foram
obtidos com o tratamento qu�antico dos feixes sonda e de bombeio. Em
primeiro lugar, devemos mencionar a exist�encia de excesso de rúõdo no es-
pectro dos dois feixes, como uma manifestaç�ao expĺõcita da coer�encia indu-
zida no meio at�omico por ambos feixes, na condiç�ao de transpar�encia indu-
zida. Outro lugar de destaque ocupa a correlaç�ao entre os feixes sonda e
de bombeio, correlaç�ao que existe unicamente na situaç�ao correspondente à
transpar�encia induzida.
Utilizando os critérios das vari�ancias inferidas e de Duan-Giedke-Cirac-

Zoller, mostramos que a correlaç�ao sonda-bombeio é de natureza qu�antica,
o que possibilita a utilizaç�ao desse sistema f́õsico para aplicaç�oes tais como a
teleportaç�ao, criptograÞa qu�antica, medidas qu�anticas n�ao destrutivas (me-
didas QND), informaç�ao e computaç�ao qu�anticas. Dessa forma, a nossa
abordagem do fen�omeno da transpar�encia induzida estabelece condiç�oes para
as potenciais aplicaç�oes mencionadas, em um sistema que n�ao é puro, ou
seja, um sistema f́õsico que está submetido à aç�ao de um reservatório. Por
outro lado, a alteraç�ao das propriedades estat́õsticas dos feixes na situaç�ao
de transpar�encia induzida coloca em xeque vários esquemas de teleportaç�ao
propostos na literatura, baseados nesse fen�omeno.
A comprovaç�ao experimental de algumas previs�oes teóricas é apresentada

no caṕõtulo 5. Esse estudo foi realizado em um vapor at�omico do isótopo 85Rb
(rub́õdio), utilizando como feixes sonda e de bombeio duas fontes de luz laser
independentes. Os resultados experimentais mostraram que, na condiç�ao de
transpar�encia induzida, os feixes sonda e de bombeio, além de apresentarem
excesso de rúõdo na intensidade, estavam correlacionados. Esses resultados
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est�ao de acordo com as previs�oes da teoria desenvolvida no caṕõtulo 4.
Na última seç�ao do caṕõtulo 5 apresentamos o esquema de uma mon-

tagem experimental que pode ser empregada no estudo da correlaç�ao entre
os feixes sonda e de bombeio. Essa montagem experimental necessitará dois
lasers Ti:Sa, atualmente em preparaç�ao. Esses lasers ser�ao utilizados como
osciladores locais pois, em determinadas condiç�oes, eles s�ao capazes de gerar
um feixe de luz em estado coerente.



Caṕõtulo 2

Flutuaç�oes Qu�anticas do
Campo Eletromagnético

Introduç�ao

Neste caṕõtulo faremos uma revis�ao dos principais conceitos associados à
descriç�ao qu�antica do campo eletromagnético e suas ßutuaç�oes. Também
apresentaremos um modelo para um feixe laser expressando seu operador de
campo elétrico em termos das envolventes lentamente variáveis do campo,
deÞnidas a partir dos operadores de aniquilaç�ao e criaç�ao de fótons.
Na seç�ao 2.2 introduziremos os operadores de quadratura, e estudaremos a

aplicaç�ao dos mesmos à análise das ßutuaç�oes qu�anticas dos campos. Como
casos particulares, veremos os estados de vácuo e coerente do campo de
radiaç�ao e, brevemente, apresentaremos o estado comprimido e algumas de
suas propriedades.
Por último, será apresentado o esquema de detecç�ao homodina, método

amplamente utilizado no estudo das ßutuaç�oes qu�anticas dos campos.

2.1 Quantizaç�ao do Campo Eletromagnético

No contexto da ótica clássica, um modo monocromático do campo eletro-
magnético, em um ponto ~r do espaço e no instante de tempo t, pode ser
representado pelo vetor do campo elétrico

~E(~r, t) = ~Eo(~r) cos[ωt+ ϕ(~r)] , (2.1)

onde o vetor ~Eo(~r) determina a amplitude e a polarizaç�ao do campo no ponto
~r, ω deÞne a freqü�encia �angular do modo e ϕ(~r) a fase.
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Utilizando a identidade trigonométrica

cos(x+ y) = cos(x)cos(y)− sen(x)sen(y) ,

a Eq.(2.1) pode ser reescrita introduzindo as variáveis de quadratura ~Eq(~r)

e ~Ep(~r), deÞnidas com relaç�ao a uma fase de refer�encia

~E(~r, t) = ~Eq(~r) cos(ωt) + ~Ep(~r) sen(ωt) . (2.2)

Essas variáveis s�ao chamadas de quadraturas porque por meio delas o
vetor do campo elétrico pode ser decomposto na base formada pelas funç�oes
ortogonais cos(ωt) e sen(ωt), como pode ser visto da Eq.(2.2).
Vários esquemas de quantizaç�ao que permitem obter os operadores cor-

respondentes às diferentes variáveis din�amicas do campo eletromagnético.
De um modo geral, a quantizaç�ao do campo eletromagnético tem como

ponto de partida as equaç�oes de Maxwell da eletrodin�amica clássica. Resol-
vendo essas equaç�oes no espaço rećõproco (espaço dos vetores de onda ~k), a
soluç�ao para a componente transversa do vetor do campo elétrico no �gauge�
de Coulomb [4] pode ser escrita como1:

~E(~r, t) = i

Z
d3~k

X
²̄⊥~k
Eω²̄

³
α²(~k, t) e

i~k~r − α∗²(~k, t) e−i~k~r
´
, (2.3)

onde d3~k = dkxdkydkz, Eω e ²̄ s�ao a amplitude do modo de freqü�encia �angular
ω e o versor de polarizaç�ao, respectivamente
O vetor ~E(~r, t) representa a componente transversa do campo elétrico no

espaço livre, caracterizado pelas relaç�oes

~∇ · ~E(~r, t) = 0 ,
i~k · ~E(~k, t) = 0 , (2.4)

válidas para qualquer ~r e ~k, onde os vetores ~E(~r, t) e ~E(~k, t) est�ao relacionados
mediante a transformada de Fourier espacial

~E(~k, t) =
1

(2π)3/2

Z
d3~r ~E(~r, t) e−i~k~r . (2.5)

A Eq.(2.3) descreve um campo multimodo no espaço livre com uma

variaç�ao cont́õnua do vetor de onda ~k.

1Aquelas express�oes matemáticas onde n�ao sejam especiÞcados os limites de integraç�ao,
deve supor-se que essa operaç�ao é realizada no intervalo (−∞, +∞).
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As variáveis

~α(~k, t) =
X
²

²̄ α²(~k, t) ,

deÞnidas pela relaç�ao2

~α(~k, t) ≡ −i 1

2 N (|~k|)
h
~E(~k, t)− c~k

|~k|
× ~B(~k, t)

i
, (2.6)

recebem a denominaç�ao de variáveis normais, e por meio delas é posśõvel
expressar qualquer variável din�amica do campo eletromagnético.
Na deÞniç�ao da variável normal, N (|~k|) é um coeÞciente de normalizaç�ao

igual a

N (|~k|) =
r
~ω
2²0

,

onde ²0 e ~ s�ao a permissividade dielétrica do vácuo e a constante de Planck,
respectivamente.
Apesar da import�ancia das variáveis normais, existem algumas diÞcul-

dades relacionadas com a deÞniç�ao de suas grandezas qu�anticas correspon-
dentes. Em particular, o intento de interpretar ~α(~k, t) como a �funç�ao de
onda� de uma part́õcula no espaço rećõproco, e neste caso estamos falando do
fóton, entra em contradiç�ao com a impossibilidade de construir um operador
de posiç�ao para o fóton, que daria a idéia de localizaç�ao dessa part́õcula. Por
outro lado, na presença de part́õculas carregadas (termo de fonte diferente

de zero na equaç�ao de evoluç�ao temporal de ~α(~k, t)), obteŕõamos para essa
variável uma equaç�ao de Schrödinger inomog�enea. De fato, esses problemas
s�ao resolvidos quantizando o próprio campo eletromagnético, e introduzindo
os fótons como excitaç�oes elementares do campo quantizado.
É comum considerar que o campo eletromagnético está contido no interior

de um cubo de volume V e que satisfaz condiç�oes de fronteira periódicas
sobre os lados do cubo. Nessa situaç�ao, a integral sobre os vetores de onda
~k se reduz a uma somatória sobre todos seus posśõveis valores, determinados
pelas condiç�oes de contorno. Dessa forma, para uma funç�ao qualquer f(~k, ²̄)
teremos a correspond�enciaZ

d3~k
X
²̄⊥~k
f(~k, ²̄)↔

X
i

(2π)3

V
f(~ki, ²̄i) , (2.7)

2 ~B(~k, t) é a variável do espaço rećõproco associada ao campo magnético.
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que aplicada ao vetor do campo elétrico dado por (2.3) permite encontrar

~E(~r, t) = i
X
i

Eωi ²̄i
³
α~ki²̄i(t) e

i~ki~r − α∗~ki²̄i(t) e
−i~ki~r

´
, (2.8)

com a amplitude Eωi dada por

Eωi =
r
~ωi
2²0V

. (2.9)

Associando à variável normal α~ki²̄i (α
∗
~ki ²̄i
) o operador �a~ki²̄i (�a

�
~ki ²̄i
), todas as

funç�oes que dependem das variáveis normais se transformam em operadores
e, em particular para a componente transversa do vetor do campo elétrico,
teremos

b~E(~r, t) = iX
i

Eωi ²̄i
³
�a~ki²̄i(t) e

i~ki~r − �a�~ki²̄i(t) e
−i~ki~r

´
. (2.10)

Para os operadores �a~ki²̄i(t) e �a
�
~ki²̄i
(t), chamados de aniquilaç�ao e criaç�ao

de fótons respectivamente, as seguintes relaç�oes de comutaç�ao s�ao válidas

[�a~ki ²̄i(t), �a ~kj ²̄j (t)] = [�a
�
~ki ²̄i
(t), �a�~kj ²̄j (t)] = 0 , (2.11)

[�a~ki²̄i(t), �a
�
~kj ²̄j
(t)] = δij , (2.12)

de maneira que, para um estado |Ψi do modo ~k²̄ do campo eletromagnético,
a quantidade

hΨ|�a�~k²̄(t) �a~k²̄(t)|Ψi , (2.13)

representa o número médio de fótons, no volume V , do referido modo no
instante de tempo t.

Aproximaç�ao de onda quase-monocromática para um feixe laser

As relaç�oes (2.10) - (2.12) deÞnem a quantizaç�ao do campo eletromagnético
no interior de um certo volume V (chamado volume de quantizaç�ao), e des-
crevem apropriadamente as experi�encias de ótica qu�antica em cavidades ocu-
padas por modos estacionários do campo. No entanto, a grande maioria das
experi�encias realizadas em ótica qu�antica utiliza lasers, cuja descriç�ao teórica
apropriada é dada por modos propagantes do campo eletromagnético.
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Para o caso em que n�ao existem part́õculas carregadas (campo livre), um

feixe laser pode ser representado pelo operador do campo elétrico
b~E(~r, t)

dado pela express�ao

b~E(~r, t) = iEω²̄³�a~k²̄(0) ei(~k~r−ωt) − �a�~k²̄(0) e−i(~k~r−ωt)´ , (2.14)

que descreve o laser como uma onda plana viajante monocromática3, e a
constante Eω deÞne o campo elétrico por fóton.
No entanto, um modelo realista do laser deve considerar que o feixe de

luz emitido por esse dispositivo tem uma seç�ao transversal Þnita S, e n�ao é
perfeitamente monocromático. De maneira que, se nós considerarmos que o
campo elétrico associado ao feixe de luz laser possui uma largura espectral
Þnita, digamos γ, em torno de uma freqü�encia central ωL, poderemos escrever
o operador do campo elétrico como uma superposiç�ao de ondas planas da
forma

b~E(~r, t) = iZ dω

2π
Eω²̄

³
F (ω) �aω e

i(~k~r−ωt) − F ∗(ω) �a�ω e−i(~k~r−ωt)
´
, (2.15)

onde, através da funç�ao normalizada F (ω), levamos em conta a n�ao-monocro-

maticidade perfeita do feixe de luz emitido pelo laser e, o ṍndice discreto ~k²̄
dos operadores de aniquilaç�ao e criaç�ao na Eq.(2.14), que especiÞca o modo
do campo de radiaç�ao, é substitúõdo pelo ṍndice de variaç�ao cont́õnua ω.
Os operadores de aniquilaç�ao �aω e criaç�ao �a

�
ω que, conjuntamente com a

funç�ao F (ω), deÞnem o coeÞciente da expans�ao do campo em ondas planas,
obedecem as relaç�oes de comutaç�ao

[�aω, �aω0 ] = [�a
�
ω, �a

�
ω0 ] = 0 , (2.16)

[�aω, �a
�
ω0 ] = 2π δ(ω − ω

0
) . (2.17)

Considerando apenas a depend�encia temporal do campo, suÞciente para
o estudo das ßutuaç�oes no estado estacionário, a Eq.(2.15) pode ser reescrita
como

b~E(t) = iZ dω

2π
Eω²̄
³
F (ω) �aω e

−iωt − F ∗(ω) �a�ω eiωt
´
. (2.18)

Os efeitos da propagaç�ao do feixe s�ao levados em conta na depend�encia
temporal e, conforme veremos mais adiante, eles podem ser considerados

3Os efeitos associados à estrutura transversa do feixe n�ao ser�ao estudados neste tra-
balho. Para uma descriç�ao mais realista do laser ver, por exemplo, [5].
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expressando as soluç�oes das equaç�oes diferenciais com relaç�ao ao tempo em
funç�ao das condiç�oes iniciais ou Þnais do problema.
Assumindo que Eω varia pouco no intervalo de freqü�encias [ωL− γ

2
, ωL+

γ
2
],

podemos tomar Eω ≈ Eω=ωL = E0ωL, de forma tal queb~E(t) = E0ωL ²̄³e−iωLt Z dΩ

2π
iF (ωL + Ω) �aωL+Ω e

−iΩt −

− eiωLt
Z
dΩ

2π
iF ∗(ωL + Ω) �a

�
ωL+Ω

eiΩt
´
, (2.19)

onde Ω = ω − ωL. É importante destacar que, como as freqü�encias ω e
ωL est�ao no domṍnio ótico, o valor de Ω corresponde ao domṍnio das ra-
diofreqü�encias (Ω¿ ω, ωL).
Levando em conta que:Z

dΩ

2π
iF ∗(ωL + Ω) �a

�
ωL+Ω

eiΩt = {Ω→ −Ω} =

= −
Z −∞

+∞

dΩ

2π
iF ∗(ωL − Ω) �a�ωL−Ω e−iΩt =

=

Z +∞

−∞

dΩ

2π
iF ∗(ωL − Ω) �a�ωL−Ω e−iΩt , (2.20)

a Eq.(2.19) pode ser escrita da forma seguinte

b~E(t) = E0ωL ²̄³e−iωLt Z dΩ

2π
iF (ωL + Ω) �aωL+Ω e

−iΩt +

+eiωLt
Z
dΩ

2π

³
−iF ∗(ωL − Ω) �a�ωL−Ω

´
e−iΩt

´
. (2.21)

DeÞnindo as envolventes lentamente variáveis do campo por meio das
transformadas inversas de Fourier

�A(t) ≡
Z
dΩ

2π
�A(Ω)e−iΩt (2.22)

e

�A�(t) ≡
Z
dΩ

2π
�A�(Ω)e−iΩt , (2.23)

onde4

�A(Ω) ≡ iF (ωL + Ω) �aωL+Ω , �A�(Ω) ≡ −iF ∗(ωL − Ω) �a�ωL−Ω , (2.24)

4Notemos que, a partir das deÞniç�oes (2.24), teremos:
³
�A(Ω)

´�
= �A�(−Ω).
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encontramos Þnalmente para o operador do campo elétrico a express�aob~E(t) = E0ωL ²̄³e−iωLt �A(t) + eiωLt �A�(t)´ . (2.25)

Em termos dos operadores �A(t) e �A�(t), para um estado arbitrário do
campo |Ψi, a grandeza hΨ| �A�(t) �A(t)|Ψi determina o número médio de fótons
no volume V = Scτ , onde c, S e τ s�ao a velocidade da luz, a seç�ao tranversal
e o comprimento temporal do feixe (extens�ao espacial do feixe dividido pela
velocidade da luz), respectivamente.

Relaç�ao de comutaç�ao

Calculemos ent�ao a relaç�ao de comutaç�ao que devem obedecer os operadores
�A(t) e �A�(t), deÞnidos pelas relaç�oes (2.22) e (2.23). Nesse caso, o comutador
de dois tempos será

[ �A(t), �A�(t
0
)] = [

Z
dΩ

2π
e−iΩt �A(Ω),

Z
dΩ

0

2π
e−iΩ

0
t
0
�A�(Ω

0
)] =

=

Z
dΩ

2π

Z
dΩ

0

2π
e−i(Ωt+Ω

0
t
0
)F (ωL + Ω)F

∗(ωL − Ω0
)×

×[�aωL+Ω, �a�ωL−Ω0 ] , (2.26)

que, utilizando o comutador (2.17), toma a forma

[ �A(t), �A�(t
0
)] =

Z
dΩ

2π
e−iΩ(t−t

0
)|F (ωL + Ω)|2 . (2.27)

Levando em conta que os estudos teóricos e experimentais sobre os lasers
t�em mostrado que a distribuiç�ao espectral da intensidade dos mesmos tem
um perÞl lorentziano [6], similar ao mostrado na Fig. 2.1, uma escolha natural
para a funç�ao F (ω) é

|F (ω)|2 = γ

(ωL − ω)2 + (12γ)2
, (2.28)

o que nos permite encontrar a seguinte express�ao para o comutador

[ �A(t), �A�(t
0
)] = e−

γ
2
|t−t0 | . (2.29)

A relaç�ao (2.29), além de expressar o fato do campo n�ao ser perfeitamente
monocromático, indica que dois valores da amplitude do campo tomados em
instantes de tempo diferentes, t e t

0
, estar�ao correlacionados se o intervalo de

tempo |t − t0| for da ordem de 1/γ. Em particular, para qualquer instante
de tempo t

[ �A(t), �A�(t)] = 1 . (2.30)
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Figura 2.1: Distribuiç�ao espectral da intensidade de um laser.

2.2 Operadores de Quadratura

Uma vez deÞnida a relaç�ao de comutaç�ao para os operadores �A(t) e �A�(t),
estamos em condiç�oes de estudar diferentes propriedades do modo laser des-
crito pelo operador (2.25). Em particular, de maneira análoga à deÞniç�ao

das variáveis de quadratura ~Eq e ~Ep, na seç�ao 2.1, utilizando a fórmula de
Euler para as funç�oes exponenciais que aparecem na Eq.(2.25), encontramos

b~E(t) = E0ωL ²̄h³ �A�(t) + �A(t)
´
cos(ωLt) + i

³
�A�(t)− �A(t)

´
sen(ωLt)

i
.

(2.31)

DeÞnindo o operador de quadratura generalizado:

�Yθ(t) ≡ �A(t)e−iθ + �A�(t)eiθ , (2.32)

a Eq.(2.31) pode ser escrita da seguinte forma

b~E(t) = E0ωL ²̄³�Y0(t) cos(ωLt) + �Yπ/2(t) sen(ωLt)
´
, (2.33)

onde os operadores

�Y0(t) ≡ �A�(t) + �A(t) (2.34)
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e

�Yπ/2(t) ≡ i
³
�A�(t)− �A(t)

´
, (2.35)

corresponentes às variáveis de quadratura clássicas ~Eq e ~Ep, s�ao denominados
operador da quadratura amplitude e operador da quadratura fase, respectiva-
mente.

Relaç�ao de comutaç�ao para os operadores de quadratura

Esses operadores de quadratura devem satisfazer a seguinte relaç�ao de co-
mutaç�ao, derivada a partir da relaç�ao (2.30) e das deÞniç�oes (2.34) e (2.35)

[ �Y0(t), �Yπ/2(t)] = 2i . (2.36)

Analisando as deÞniç�oes desses operadores e o comutador (2.36), vemos
que os operadores de quadratura s�ao operadores hermitianos que representam
duas grandezas f́õsicas canonicamente conjugadas.
Apesar desses operadores serem hermitianos, o fato do comutador (2.36)

ser diferente de zero impossibilita uma medida simult�anea deles com precis�ao
absoluta.
Por outro lado, a n�ao-comutatividade dos operadores de quadratura �Y0(t)

e �Yπ/2(t) é uma conseqü�encia direta da n�ao-comutatividade dos operadores
�A(t) e �A�(t).

Relaç�ao de incerteza para os operadores de quadratura

Utilizando o resultado conhecido da mec�anica qu�antica que determina o pro-
duto das dispers�oes de dois operadores hermitianos �B e �C, em um estado
qu�antico dado [7],

∆B∆C ≥ 1

2
|h[ �B, �C]i| , (2.37)

encontramos para os operadores de quadratura a seguinte desigualdade ou
prinćõpio de incerteza de Heisenberg

∆Y0∆Yπ/2 ≥ 1 , (2.38)

onde a dispers�ao∆B de uma grandeza f́õsica B, que tem associada o operador
�B, é deÞnida como

∆B =

r
h
³
�B − h �Bi

´2
i . (2.39)
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2.2.1 Espectro de rúõdo dos operadores de quadratura

Uma das principais conseqü�encias do fato dos operadores de quadratura n�ao
comutarem é a exist�encia de ßutuaç�oes de origem qu�antica nas quadraturas
do campo no estado de vácuo |0i. Nesse caso, para o operador da quadratura
da amplitude teremos

h0|�Y 20 |0i = h0| �A2 + �A�2 + 2 �A� �A+ 1|0i = 1 ,
h0|�Y0|0i = h0| �A+ �A�|0i = 0 , (2.40)

e portanto a vari�ancia desse operador será

h0|(∆�Y0)2|0i = h0|�Y 20 |0i− h0| �Y0|0i2 = 1 . (2.41)

De forma análoga, para o operador da quadratura da fase encontramos

h0| �Y 2π/2|0i = −h0|( �A2 + �A�2 − 2 �A� �A− 1)|0i = 1 ,
h0| �Yπ/2|0i = ih0| �A� − �A|0i = 0 , (2.42)

dando como resultado a vari�ancia

h0|(∆�Yπ/2)2|0i = h0| �Y 2π/2|0i− h0|�Yπ/2|0i2 = 1 . (2.43)

De modo que, um campo no estado de vácuo possui uma intensidade
média nula, e iguais ßutuaç�oes, diferentes de zero, nas quadraturas. Essa
ßutuaç�ao, ou rúõdo qu�antico do campo no estado de vácuo, é conhecida na
literatura como shot noise ou limite qu�antico padr�ao.
Além das propriedades do vácuo acima mencionadas, esse estado do

campo eletromagnético é um estado de incerteza mṍnima pois, a partir de
(2.41) e (2.43), veriÞcamos a igualdade

∆Y0∆Yπ/2 = 1 .

Estudemos agora o espectro de rúõdo do campo deÞnindo o operador de
ßutuaç�ao da quadratura generalizada no espaço das freqü�encias δ �Yθ(Ω) da
forma seguinte5

δ �Yθ(Ω) = �Yθ(Ω)− h �Yθ(Ω)i . (2.44)

A funç�ao de autocorrelaç�ao associada a essa grandeza é

hδ �Yθ(Ω) δ �Yθ(Ω0
)i = h

³
δ �A(Ω)e−iθ + δ �A�(Ω)eiθ

´³
δ �A(Ω

0
)e−iθ + δ �A�(Ω

0
)eiθ
´
i .

(2.45)

5Para qualquer operador �O deÞniremos o correspondente operador de ßutuaç�ao como:
δ �O = �O − h �Oi.
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Efetuando o produto indicado em (2.45) encontramos

hδ �Yθ(Ω) δ �Yθ(Ω0
)i = hδ �A(Ω)δ �A(Ω0

)ie−2iθ + hδ �A(Ω)δ �A�(Ω0
)i+

+ hδ �A�(Ω)δ �A(Ω0
)i+ hδ �A�(Ω)δ �A�(Ω0

)ie2iθ . (2.46)

A funç�ao de autocorrelaç�ao do operador de quadratura generalizado (2.46)
pode ser reescrita introduzindo a representaç�ao matricial do campo. Primeira-
mente, vamos deÞnir o vetor coluna

bA(Ω) ≡ ³ �A(Ω), �A�(Ω)´T , (2.47)

onde a operaç�ao (. . . )T representa o cálculo do transposto de (. . . ), e o vetor

adjunto de bA(Ω) é dado por
(bA(Ω))� = ³ �A�(−Ω), �A(−Ω)´ . (2.48)

Empregando as express�oes anteriores, podemos deÞnir a matriz de co-
vari�ancia do campo C(Ω) por meio da relaç�ao [8]

hδ bA(Ω) δ bA�(Ω
0
)i = 2π δ(Ω+ Ω0

) C(Ω) . (2.49)

De maneira expĺõcita, a matriz de covari�ancia tem a forma

C(Ω) =

µ hδ �A(Ω)δ �A�(−Ω)i hδ �A(Ω)δ �A(−Ω)i
hδ �A�(Ω)δ �A�(−Ω)i hδ �A�(Ω)δ �A(−Ω)i

¶
,

onde os valores médios h. . . i s�ao calculados no estado espećõÞco do campo. A
matriz de covari�ancia fornece uma forma compacta de representar o estado
do campo eletromagnético.
Finalmente, fazendo uso da representaç�ao matricial, a funç�ao de auto-

correlaç�ao (2.46), que determina as ßutuaç�oes do operador de quadratura
generalizado do campo, é expressada como

hδ �Yθ(Ω) δ �Yθ(Ω0
)i = 2π δ(Ω+ Ω0

)
³
[C(Ω)]11 + [C(Ω)]22 +

+2 <e{[C(Ω)]12 e−i2θ}
´
, (2.50)

e portanto a densidade espectral do rúõdo do operador �Yθ(t), deÞnida como
a transformada de Fourier da funç�ao de autocorrelaç�ao, é (ver ap�endice A)

S(Ω) = [C(Ω)]11 + [C(Ω)]22 + 2 <e{[C(Ω)]12 e−i2θ} . (2.51)
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As grandezas [C(Ω)]nm, onde, n e m tomam os valores 1 e 2, s�ao os
elementos n m da matriz de covari�ancia.
Em particular, para um campo em estado de vácuo

Cvácuo(Ω) =

µ
1 0
0 0

¶
,

de modo que sua vari�ancia ou espectro de rúõdo será

Vvácuo(Ω) =

Z
dΩ

0

2π
hδ �Yθ(Ω) δ �Yθ(Ω0

)i = 1 . (2.52)

A partir desse resultado, vemos que um campo em estado de vácuo possui
um espectro de rúõdo plano, independente da freqü�encia de análise Ω, e igual
para todas as quadraturas.

2.2.2 Estados coerente e comprimido

Outra classe interessante de estados do campo eletromagnético s�ao os chama-
dos estados coerentes, introduzidos na ótica qu�antica por Glauber [9]. Esses
estados s�ao deÞnidos como autoestados do operador de aniquilaç�ao

�A|αi = α|αi , (2.53)

onde α é um número complexo, e a import�ancia deles deve-se ao fato de
serem os estados qu�anticos que melhor descrevem um feixe de luz emitido
por um laser trabalhando muito acima do limiar de oscilaç�ao.
Para uma discuss�ao detalhada sobre os estados coerentes pode consultar-

se a Ref. [10], onde s�ao analisadas algumas propriedades e é discutida a
representaç�ao gráÞca desses estados no espaço de fase. Dessa forma, alguns
dos resultados que seguem ser�ao apresentados sem demonstraç�ao.
Utilizando a deÞniç�ao (2.53), encontramos que a matriz de covari�ancia

para um estado coerente é

Ccoerente(Ω) =

µ
1 0
0 0

¶
,

de modo que

Vcoerente(Ω) = 1 . (2.54)

Por conseguinte, os estados coerentes também s�ao estados de incerteza
mṍnima e possuem as mesmas ßutuaç�oes em todas as quadraturas.
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Figura 2.2: Representaç�ao de um estado coerente no espaço de fase.

Na Fig. 2.2 é mostrada a representaç�ao de um estado coerente |α = |α|eiϑi
no espaço de fase {Y0, Yπ/2}.
O comprimento do segmento OA está determinado pela intensidade do

campo, que em termos do número médio de fótons no estado coerente é |α|2.
A dispers�ao da quadratura generalizada Yθ é representada pelo segmento AB,
e ela é igual para qualquer �angulo θ. O valor 1 é conseqü�encia da Eq.(2.54).
Uma aplicaç�ao prática e direta do resultado (2.54) é a utilizaç�ao do es-

pectro de rúõdo gerado por um feixe de luz laser em estado coerente, para
calibrar o espectro de rúõdo da luz emitida por uma outra fonte. Suponhamos
que Vf (Ω) é a vari�ancia da quadratura que precisa ser caracterizada. Ent�ao,
se

Vf (Ω) > 1 , (2.55)

fala-se que a quadratura apresenta excesso de rúõdo na freqü�encia Ω e se

Vf (Ω) < 1 , (2.56)

ent�ao estamos em presença de uma fonte de luz com compress�ao de rúõdo na
quadratura estudada.
A diferença dos estados coerentes, existem alguns estados da radiaç�ao

do campo eletromagnético que possuem rúõdo em uma quadratura inferior
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ao limite qu�antico padr�ao (2.52), sendo que a quadratura canonicamente
conjugada apresenta excesso de rúõdo na mesma freqü�encia. Se o produto
das incertezas de cada quadratura for igual a 1, ent�ao teremos um estado
comprimido de incerteza mṍnima. Se a compress�ao de rúõdo acontece, por
exemplo, na quadratura da amplitude, ent�ao o estado do campo chama-se
subpoissoniano.
Matematicamente, um estado comprimido |α, ξi é o resultado da aç�ao do

operador de deslocamento [9]

�D(α) = exp(α �A� − α∗ �A) , (2.57)

sobre o estado de vácuo seguido da aç�ao do operador de compress�ao [10]

�S(ξ) = exp(
1

2
ξ∗ �A2 − 1

2
ξ �A�2) , (2.58)

onde ξ = r exp(iφ). Assim,

|α, ξi = �S(ξ) �D(α)|0i . (2.59)

Utilizando as propriedades dos operadores de deslocamento e compress�ao,
a matriz de covari�ancia para um campo no estado comprimido tem a forma

Ccomp.(Ω) =

µ
cosh2(r) 1

2
senh(2r) eiφ

1
2
senh(2r) e−iφ senh2(r)

¶
,

onde os par�ametros r e φ determinam o grau e a quadratura de compress�ao,
respectivamente. A matriz de covari�ancia anterior descreve um campo com-
primido de banda larga, visto que ela n�ao depende da freqü�encia Ω.

2.3 Medida das Propriedades Estat́õsticas do

Campo Eletromagnético

Como vimos, uma forma de caracterizar o estado do campo eletromagnético
basea-se no estudo das ßutuaç�oes do operador de quadratura generalizado do
campo �Yθ(t). Do ponto de vista experimental, nós temos acesso às ßutuaç�oes
do campo mediante o uso do analisador de espectros [11, 12], equipamento
de alta complexidade, cujo funcionamento está fundamentado no batimento
do sinal de fotocorrente gerado pelo feixe de luz incidente no detector, com
o sinal de seu oscilador local interno.
A operaç�ao de batimento, conhecida na literatura técnica como detecç�ao

heterodina (no caso do analisador) leva o sinal a ser estudado, do domṍnio
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temporal ao domṍnio da freqü�encia, realizando assim a transformada de
Fourier do mesmo e permitindo obter de maneira direta a densidade espectral
do rúõdo S(Ω) [13].
De maneira similar, o operador de quadratura generalizado do campo é

obtido mediante o batimento ótico do feixe de luz a ser analisado com um
feixe de luz intenso em estado coerente, que realiza a funç�ao de oscilador
local, e que tem a mesma freqü�encia ou comprimento de onda que o feixe de
luz estudado. Essa técnica experimental, chamada detecç�ao homodina [14], é
comumente empregada no estudo do rúõdo de quadratura do campo em ótica
qu�antica.

2.3.1 Detecç�ao homodina

Basicamente, o esquema de detecç�ao homodina é formado por um cubo di-
visor de feixes caracterizado pelos coeÞcientes de transmiss�ao e reßex�ao t e
r, respectivamente, tais que

|r|2 + |t|2 = 1 . (2.60)

Como pode ser observado na Fig. 2.3, os feixes após serem combinados
no divisor de feixes DF , s�ao detectados pelos fotodetectores D1 e D2, cujas
fotocorrentes s�ao subtraidas uma da outra por meio do misturador Mx6, e o
sinal elétrico assim gerado é conectado na entrada do analisador de espectros
AS.
A análise seguinte mostra a sensibilidade da detecç�ao homodina para o

estudo das ßutuaç�oes das quadraturas do campo.
Suponhamos que os campos incidentes sobre o divisor de feixes s�ao repre-

sentados pelos respectivos operadores de aniquilaç�ao �A(t) e �b, onde mediante
o operador �b consideraremos o oscilador local. Ent�ao, desprezando as perdas,
os campos na sáõda do divisor de feixes ser�ao

�c(t) = t �A(t) + r�b , (2.61)
�d(t) = t�b− r �A(t) , (2.62)

onde o sinal negativo da segunda equaç�ao leva em consideraç�ao a conservaç�ao
da energia.
No caso da detecç�ao balanceada, t = r = 1/

√
2, de modo que

�c(t) =
1√
2

³
�A(t) + �b

´
, (2.63)

�d(t) =
1√
2

³
�b− �A(t)

´
, (2.64)

6O misturador possui uma chave que permite escolher entre a soma e a diferença das
fotocorrentes.
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Figura 2.3: Esquema de detecç�ao homodina.

e por conseguinte o operador �n−(t), cujo valor médio determina a diferença
entre os números de fótons de cada campo de sáõda, será:

�n−(t) = �c�(t)�c(t)− �d�(t) �d(t) = �b� �A(t) + �A�(t)�b . (2.65)

Lembrando que o oscilador local deve ser um campo laser de alta intensi-
dade em estado coerente, o operador �b pode ser substitúõdo por sua variável
clássica correspondente, digamos β = |β|eiθ, e por conseguinte

�n−(t) = |β|
³
�A(t)e−iθ + �A�(t)eiθ

´
, (2.66)

ou utilizando a deÞniç�ao (2.32) do operador de quadratura generalizado

�n−(t) = |β|�Yθ(t) . (2.67)

Dessa forma, o esquema de detecç�ao homodina nos permite deÞnir, e medir,
uma grandeza f́õsica que é diretamente proporcional ao operador de quadra-
tura generalizado. Em outras palavras, esse esquema de medida permite o
acesso direto ao valor médio e às ßutuaç�oes das quadraturas do campo a ser
estudado.
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Medida do rúõdo de intensidade de um feixe

O esquema de detecç�ao homodina também pode ser empregado para realizar
a medida do rúõdo de intensidade de um feixe de luz. Nesse caso devemos
colocar a chave do misturador na posiç�ao da soma das fotocorrentes, o que
nos permite obter o operador correspondente à soma dos números de fótons
de cada campo de sáõda

�n+(t) = �A�(t) �A(t) + �b��b . (2.68)

Tomando o oscilador local em estado de vácuo, a Eq.(2.68) permite es-
tudar as ßutuaç�oes qu�anticas da intensidade (número de fótons) do feixe de
luz incidente. O ńõvel de refer�encia para o rúõdo é determinado a partir de
(2.65), onde o campo incidente �A(t) realiza a funç�ao de oscilador local para
o vácuo que entra pela outra porta de entrada do cubo divisor de feixes.

Conclus�oes

Neste caṕõtulo apresentamos uma revis�ao dos conceitos fundamentais sobre
as ßutuaç�oes qu�anticas do campo eletromagnético, começando pela quan-
tizaç�ao do mesmo. Levando em consideraç�ao a distribuiç�ao espectral da
intensidade da luz emitida por um laser, introduzimos um modelo para um
campo propagante que descreve o operador do campo elétrico em termos das
envolventes lentamente variáveis do campo, deÞnidas a partir dos operadores
de aniquilaç�ao e criaç�ao de fótons.
Para o estudo das ßutuaç�oes do campo, utilizamos os operadores de qua-

dratura expressados através das envolventes lentamente variáveis do campo.
Como uma das primeiras conseqü�encias do tratamento qu�antico das variáveis
de quadratura, observamos a exist�encia de ßutuaç�oes para um campo em es-
tado de vácuo.
Também neste caṕõtulo introduzimos a matriz de covari�ancia. Empre-

gando essa matriz podemos determinar a densidade espectral do rúõdo do
operador de quadratura. Como veremos nos próximos caṕõtulos, essa repre-
sentaç�ao resulta de grande utilidade no estudo das ßutuaç�oes de um sistema
com muitos graus de liberdade.
Finalmente, discutimos o esquema de detecç�ao homodina, largamente

utilizado no estudo experimental das ßutuaç�oes do campo eletromagnético.
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Caṕõtulo 3

Analogia Clássica da
Transpar�encia Induzida por
Laser

Introduç�ao

Os primeiros resultados originais deste trabalho ser�ao apresentados no pre-
sente caṕõtulo. Ele será dedicado ao estudo de dois sistemas clássicos capazes
de reproduzir a fenomenologia observada na transpar�encia induzida eletro-
magneticamente.

O primeiro sistema f́õsico que será estudado é formado pos dois osciladores
mec�anicos acoplados. A análise teórica desse sistema permitirá desenvolver
uma imagem f́õsica que será útil na compreens�ao do fen�omeno da transpar�encia
induzida em sistemas at�omicos. A concord�ancia entre os resultados deriva-
dos com o modelo mec�anico e os resultados obtidos no sistema qu�antico é
realmente surpreendente.

Para o estudo experimental da analogia clássica da transpar�encia in-
duzida utilizaremos outro sistema f́õsico, desta vez, formado por dois cir-
cuitos elétricos RLC acoplados. As curvas experimentais que ser�ao apresen-
tadas ser�ao ajustadas empregando express�oes teóricas derivadas a partir da
análise do problema. Esta abordagem experimental da analogia clássica da
transpar�encia induzida é extremamente importante, pois ela permite a imple-
mentaç�ao dessa experi�encia como parte do curso de formaç�ao de estudantes
de f́õsica e engenharia elétrica, permitindo assim a compreens�ao da ess�encia
f́õsica de um fen�omeno que acontece em um sistema qu�antico.

Por uma quest�ao de consist�encia, preferimos conservar a notaç�ao utilizada
na Ref. [15], de modo que ela será exclusiva do presente caṕõtulo.
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3.1 O Fen�omeno da Transpar�encia Induzida

por Laser

O fen�omeno da transpar�encia induzida eletromagneticamente (em ingl�es,
Electromagnetically Induced Transparency, ou de forma abreviada EIT) con-
siste na anulaç�ao da absorç�ao de um feixe de luz que interage com um meio
at�omico quando sobre esse meio fazemos incidir outro feixe de luz [16]. Fre-
quentemente, é posśõvel observar esse fen�omeno em vapores at�omicos, em
geral de metais alcalinos tais como o rub́õdio e o césio, em uma conÞguraç�ao
formada por tr�es ńõveis de energia dos átomos. Os feixes de luz utilizados
prov�em de lasers, que s�ao acoplados a duas transiç�oes at�omicas diferentes
que compartilham um dos ńõveis at�omicos. A maioria dos autores que t�em
trabalhado sobre o tema atribuem o fen�omeno observado à exist�encia de uma
interfer�encia qu�antica destrutiva que envolve dois caminhos indistingúõveis,
e que levam ao estado comum para cada uma das transiç�oes.
Além do fen�omeno da transpar�encia induzida, que manifesta-se por uma

modiÞcaç�ao da intensidade média do feixe, as propriedades dispersivas do
meio s�ao alteradas signiÞcativamente e, como foi mostrado recentemente,
essa alteraç�ao é a causa da reduç�ao drástica da velocidade de grupo de um
pulso de luz que se propaga nesse tipo de meio at�omico [17]-[19], e também
do �congelamento� de um pulso de luz como foi apresentado nas Refs. [20]
e [21].

3.2 Modelo Teórico

Na presente seç�ao desenvolveremos um modelo clássico da transpar�encia in-
duzida eletromagneticamente utilizando um sistema formado por massas e
molas. O efeito Raman ressonante já foi modelado classicamente por Hemmer
e Prentiss [22] empregando um sistema de tr�es p�endulos acoplados. Mesmo
assim, vários aspectos da transpar�encia induzida que est�ao presentes no efeito
Raman, n�ao foram apresentados nesse trabalho, e o comportamento disper-
sivo n�ao foi considerado.
O modelo clássico que apresentaremos utiliza apenas dois osciladores me-

c�anicos acoplados linearmente. Nossa atenç�ao será focalizada na simulaç�ao
da transpar�encia induzida por laser em meios at�omicos formados por átomos
de tr�es ńõveis na conÞguraç�ao Λ que interagem com dois feixes de luz como
mostrado na Fig. 3.1. Os estados qu�anticos |1i e |2i representam os estados
fundamentais do átomo, e |0i é o estado excitado at�omico.
O feixe laser acoplado à transiç�ao at�omica entre os estados |0i e |1i, será

denominado �laser de bombeio� (ou simplesmente �bombeio�), e chamare-
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Figura 3.1: Diagrama de energia para um átomo de tr�es ńõveis na con-
Þguraç�ao Λ. O nome da conÞguraç�ao deve-se ao fato de que ao conectar
cada estado fundamental com o estado excitado, forma-se a letra grega Λ.

mos �laser sonda� (ou �sonda�) o laser acoplado à transiç�ao |0i↔ |2i. Uma
experi�encia t́õpica consiste em varrer a freqü�encia do laser sonda e medir
a intensidade transmitida do mesmo. Na aus�encia do bombeio, é posśõvel
observar o perÞl padr�ao correspondente à absorç�ao de um feixe de luz. No
entanto, em determinadas circunst�ancias, a adiç�ao do feixe de bombeio evita
a absorç�ao do sonda em uma regi�ao estreita do perÞl de absorç�ao, e a inten-
sidade transmitida como funç�ao da freqü�encia apresenta um pico estreito de
transpar�encia induzida.
O efeito anterior depende fortemente da intensidade do bombeio. Tipi-

camente, o bombeio deve ter uma intensidade tal que sua taxa de Rabi Ω1
seja superior à taxa de decaimento da coer�encia entre os estados fundamen-
tais. Um dos efeitos do feixe de bombeio é a induç�ao de um desdobramento
do estado at�omico excitado, motivado por um efeito Stark din�amico. Nessa
situaç�ao, o feixe sonda acopla o estado fundamental |2i, a dois estados ex-
citados em lugar de um. Se a diferença de energia entre os dois estados
excitados (que varia linearmente com Ω1) é indistingúõvel, no perÞl de ab-
sorç�ao do sonda espera-se uma manifestaç�ao da interfer�encia qu�antica entre
as duas amplitudes de probabilidades de absorç�ao. Na medida em que a taxa
de Rabi Ω1 é incrementada, a separaç�ao entre os ńõveis excitados é cada vez
mais pronunciada, e a indistinguibilidade desaparece. O espectro de absorç�ao
transforma-se em um dubleto denominado de Autler-Townes [23]. Essa ima-
gem f́õsica será conservada, e revista, à medida que discutiremos o análogo
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clássico com o mesmo comportamento.

3.2.1 Analogia utilizando massas e molas

Comecemos a analogia mec�anica da transpar�encia induzida eletromagneti-
camente apresentando as componentes do modelo. O átomo será modelado
por um oscilador harm�onico, formado pela part́õcula 1 de massa m1, unida
a duas molas de constantes elásticas k1 e K (ver Fig. 3.2). A mola de cons-
tante elástica k1 é prendida na parede, enquanto que a outra mola é unida
a uma segunda part́õcula de massa m2 que inicialmente é mantida Þxa. A
part́õcula 1 também é submetida à aç�ao de uma força harm�onica (força sonda)
Fs(t) = Fe−i (ωst+φs).

Figura 3.2: Modelo mec�anico empregado para simular a transpar�encia indu-
zida eletromagneticamente.

Se analisamos a pot�encia transferida pela força harm�onica à part́õcula 1
como funç�ao da freqü�encia ωs, ent�ao observaremos um perÞl de absorç�ao
padr�ao, centrado na freqü�encia ω21 = (k1 + K)/m. Suponhamos agora que
a part́õcula 2, submetida unicamente a forças elásticas devido a seu acopla-
mento com as molasK e k2, seja liberada. Nessa situaç�ao, o perÞl de absorç�ao
é modiÞcado e nós podemos observar que a pot�encia transferida pela força
harm�onica à part́õcula 1 evidencia um comportamento similar à transpar�encia
induzida eletromagneticamente, que muda à medida que alteramos o valor
de K, até o surgimento de um dubleto análogo ao dubleto Autler-Townes.
De fato, esse dubleto é uma manifestaç�ao da separaç�ao dos modos normais
de vibraç�ao. Por simplicidade, consideremos o caso em que k1 = k2 = k e
m1 = m2.
A analogia f́õsica entre nosso modelo mec�anico e o sistema de átomos de

tr�es ńõveis é como segue. O átomo é modelado pelo oscilador 1 (part́õcula 1)
com uma freqü�encia de resson�ancia ω1. Como escolhemos k1 = k2 = k em1 =
m2, ent�ao estamos tratando com o análogo da conÞguraç�ao Λ degenerada (os
estados fundamentais |1i e |2i t�em a mesma energia). O feixe de bombeio é
simulado pelo acoplamento do oscilador 1 com o segundo oscilador (part́õcula
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2) via a mola de constante elástica K (lembremos que a descriç�ao qu�antica
do campo eletromagnético é dada em termos de osciladores harm�onicos). O
feixe sonda é modelado pela força harm�onica que age sobre a part́õcula 1.
Para descrever quantitativamente o sistema, utilizamos as equaç�oes de

movimento das part́õculas 1 e 2, escritas em termos dos respectivos desloca-
mentos x1 e x2, com relaç�ao à posiç�ao de equiĺõbrio:

ẍ1(t) + γ1 úx1(t) + ω
2x1(t)− Ω2rx2(t) =

F

m
e−i ωst , (3.1)

ẍ2(t) + γ2 úx2(t) + ω
2x2(t)− Ω2rx1(t) = 0 , (3.2)

onde tomamos φs = 0 para a força sonda, Ω
2
r = K/m designa a freqü�encia

associada ao acoplamento coerente entre o oscilador de bombeio e o oscilador
que modela o átomo, γ1 representa o atrito vinculado à força dissipativa
que age sobre a part́õcula 1 (simula a emiss�ao espont�anea a partir do estado
at�omico excitado), e γ2 é a taxa associada à dissipaç�ao de energia na transiç�ao
do bombeio (simula a perda de coer�encia entre os estados fundamentais).
Como nosso interesse consiste em estudar o comportamento da pot�encia

da força sonda absorvida pela part́õcula 1, ent�ao procuraremos uma soluç�ao
para x1(t). Suponhamos que essa soluç�ao seja da forma

x1(t) = Ne
−i ωst , (3.3)

onde N é uma constante. Assumindo uma soluç�ao similar para x2(t), e
substituindo ambas relaç�oes nas Eqs.(3.1) e (3.2), encontramos

x1(t) =
(ω2 − ω2s − iγ2ωs)Fe−i ωst

m[(ω2 − ω2s − iγ1ωs)(ω2 − ω2s − iγ2ωs)− Ω4r]
. (3.4)

A express�ao anterior de x1(t) nos permite calcular a pot�encia P (t) da
força sonda Fs(t) absorvida pela part́õcula 1,

P (t) = Fe−i ωst úx1(t) . (3.5)

Utilizando as Eqs.(3.4) e (3.5) podemos calcular a pot�encia absorvida
durante um peŕõodo de oscilaç�ao Ps(ωs) da força sonda

Ps(ωs) = − 2πiF 2ωs(ω
2 − ω2s − iγ2ωs)

m[(ω2 − ω2s − iγ1ωs)(ω2 − ω2s − iγ2ωs)− Ω4r]
. (3.6)

Na Fig. 3.3 mostramos a parte real de Ps(ωs) para seis valores diferen-
tes da freqü�encia de acoplamento Ωr, todos expressados em unidades de
freqü�encia. Essas curvas foram obtidas empregando os valores seguintes:
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Figura 3.3: Depend�encia com a freqü�encia da pot�encia da força sonda ab-
sorvida pela part́õcula que simula o átomo. Os valores de Ωr s�ao (a) 0,0 , (b)
0,1 , (c) 0,2 , (d) 0,3 , (e) 0,4 , e (f) 0,5 em unidades de freqü�encia.

γ1 = 4, 0 × 10−2, γ2 = 1, 0 × 10−7, e ω0 =
p
k/m = 2, 0, todos expressados

na mesma unidade de freqü�encia. A amplitude F/m foi tomada igual a 0, 1
unidades de força/massa.

Para Ωr = 0, temos um perÞl t́õpico de absorç�ao, com uma absorç�ao
máxima para δ = 0, onde δ = ωs − ω é a dessintonia entre a freqü�encia da
força sonda e a freqü�encia do oscilador 1 (ω = ω1). Quando a taxa Ωr é
incrementada até um valor igual a 0, 1, observamos o surgimento de um sinal
muito estreito de transpar�encia no perÞl de absorç�ao da pot�encia Ps(ωs).
Essa aus�encia de absorç�ao para δ = 0 é o resultado de uma interfer�encia
destrutiva entre os modos normais de vibraç�ao do sistema [24]. Um aumento
posterior da freqü�encia de acoplamento leva ao surgimento de dois picos no
perÞl de absorç�ao, que s�ao claramente observáveis para Ωr = 0, 5. Em um
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sistema at�omico esse efeito é chamado de efeito Autler-Townes.

É importante ressaltar que a taxa dissipativa γ2, associada ao oscilador de
bombeio, deve ser muito menor que γ1 para poder estabelecer um regime co-
erente de oscilaç�ao da part́õcula 1. Em outras palavras, a adiç�ao do oscilador
de bombeio n�ao deve alterar de maneira signiÞcativa a dissipaç�ao já presente
no sistema. No caso da transpar�encia induzida eletromagneticamente [25],
considerar despreźõvel a taxa de transfer�encia de populaç�ao do estado |1i
para o estado |2i, é uma condiç�ao análoga à suposiç�ao γ2 ¿ γ1 no nosso
modelo mec�anico. Em ambas situaç�oes, a violaç�ao de tal condiç�ao inibe a
observaç�ao da transpar�encia induzida.

Outro resultado importante reproduzido pelo modelo mec�anico é dado
pelo comportamento dispersivo do oscilador empregado para simular o átomo.
Essa resposta dispersiva é contida na parte real da depend�encia com a freqü�en-
cia da amplitude x1(t) [Eq.(3.4)]. Na Fig. 3.4 graÞcamos essa depend�encia
para Ωr = 0, 1. Esse valor de Ωr corresponde à situaç�ao na qual a transpar�en-
cia induzida é mais pronunciada, e como pode ser visto na Fig. 3.4, a dis-
pers�ao observada na faixa de freqü�encias onde acontece a transpar�encia in-
duzida é normal e possui um coeÞciente angular abrupto.

Figura 3.4: Respostas dispersiva (a) e absortiva (b) da pot�encia da força
sonda transmitida à part́õcula 1 para Ωr = 0, 1 em unidades de freqü�encia.
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Este resultado coincide com as observaç�oes experimentais realizadas em
meios at�omicos [26]. Por outro lado, o caráter normal e acentuado da dis-
pers�ao na regi�ao de transpar�encia induzida é o responsável pelas observaç�oes
recentes da propagaç�ao de luz lenta [17]-[19], e o �congelamento� de pulsos
de luz [20] e [21]. Por conseguinte, também seria posśõvel observar tais efeitos
em um sistema mec�anico formado por uma série de osciladores �análogos-
at�omicos�.

Nosso modelo mec�anico n�ao é o único modelo clássico a poder simular
o fen�omeno da transpar�encia induzida eletromagneticamente. Como men-
cionado anteriormente, o laser de bombeio é substitúõdo por um oscilador
harm�onico que simula a descriç�ao qu�antica do campo. Na maioria das
descriç�oes teóricas da transpar�encia induzida em meios at�omicos, os campos
sonda e de bombeio s�ao tratados classicamente. Em tal situaç�ao, o sistema
mec�anico análogo do sistema de átomos e lasers é formado por um oscilador
só (uma única part́õcula), e nesse modelo, a transpar�encia induzida pode ser
interpretada como o resultado de uma interfer�encia destrutiva entre as forças
que atuam sobre a única part́õcula do sistema.

3.3 Simulaç�ao Experimental da Transpar�en-

cia Induzida Utilizando Circuitos RLC

A comprovaç�ao experimental da teoria desenvolvida na seç�ao 3.2, utilizando
um sistema mec�anico, mesmo que posśõvel, n�ao resulta ser de fácil imple-
mentaç�ao. No seu lugar, nós utilizaremos a analogia, bem conhecida, entre
osciladores mec�anicos e circuitos elétricos, o que permitirá desenhar um ex-
perimento prático e simples de implementar.

O circuito elétrico análogo do modelo mec�anico da Fig. 3.2 é mostrado
na Fig. 3.5. O oscilador de bombeio é simulado pela malha formada pelo
indutor L1 e os capacitores C1 e C, e o resistor R1 determina as perdas
associadas a esse oscilador. O átomo é modelado pelo circuito ressonante
composto pelo indutor L2, os capacitores C2 e C, e R2 respresenta as perdas
por emiss�ao espont�anea do átomo a partir do estado excitado. O capacitor
C, que pertence a ambas malhas do circuito, modela o acoplamento entre o
átomo e o feixe de bombeio, e determina dessa forma a freqü�encia de Rabi
da transiç�ao à qual está acoplado o bombeio. Nesse modelo, o feixe sonda é
simulado pela fonte de voltagem de freqü�encia regulável VS.

A malha do circuito empregada para simular o átomo possui uma única
freqü�encia de resson�ancia que representa a energia do estado at�omico exci-
tado. Isto é, a probabilidade de excitaç�ao desse circuito será máxima quando
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Figura 3.5: Circuito elétrico utilizado para investigar a transpar�encia indu-
zida.

a força harm�onica aplicada for ressonante com essa freqü�encia. Como nessa
situaç�ao nós temos dois posśõveis caminhos de excitaç�ao desse circuito, ent�ao
ele é análogo a um átomo de tr�es ńõveis na conÞguraç�ao Λ. Em outras
palavras, o oscilador que representa o átomo pode ser excitado diretamente
pela força VS, ou através de seu acoplamento (capacitor C) com o oscilador
de bombeio.
Aqui novamente, a transpar�encia induzida é investigada analisando a de-

pend�encia em freqü�encia da pot�encia transferida P2(ωs) pela fonte de volta-
gem VS, ao circuito ressonante R2L2Ce2,

P2(ωs) = <{VSI∗2} , (3.7)

onde VS e I2 s�ao, respectivamente, a representaç�ao complexa de VS e i2(t), e
o capacitor equivalente Ce2 é o resultado da combinaç�ao em série de C e C2:

Ce2 =
CC2
C + C2

. (3.8)

Tomando L1 = L2 = L (m1 = m2 = m no modelo mec�anico) e es-
crevendo as equaç�oes para as correntes i1(t) = úq1(t) e i2(t) = úq2(t) mostradas
na Fig. 3.5, encontramos para as cargas q1(t) e q2(t) o seguinte sistema de
equaç�oes diferenciais acopladas:

q̈1(t) + γ1 úq1(t) + ω
2
1q1(t)− Ω2rq2(t) = 0 , (3.9)

q̈2(t) + γ2 úq2(t) + ω
2
2q2(t)− Ω2rq1(t) =

VS(t)

L2
, (3.10)

onde γi = Ri/Li (i = 1, 2), ω2i = 1/(LiCei), e Ω
2
r = 1/(L2C) (Ce1 é o ca-

pacitor equivalente dado pela combinaç�ao em série de C e C1). As equaç�oes
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anteriores coincidem com as Eqs.(3.1) e (3.2) utilizando a analogia apresen-
tada na Tab. 3.1 com ω1 = ω2, e portanto elas descrevem o mesmo fen�omeno
f́õsico.

Modelo mac�anico Modelo elétrico

γ2 (γ1) R1/L1 (R2/L2)
m2 (m1) L1 (L2)
k2 (k1) 1/C1 (1/C2)
K 1/C

x2 (x1) q1 (q2)
(F/m) e−i ωst VS(t)/L2

Tabela 3.1: Correspond�encia entre os par�ametros dos modelos mec�anico e
elétrico.

Uma vez que a corrente i2(t) (ou I2) é encontrada, a express�ao que de-
termina a depend�encia de P2(ωs) com a freqü�encia ωs da fonte de voltagem,
quando a chave SW na Fig. 3.5 está fechada, é

P2(ωs) =
p1(ωs)

p1(ωs)2 + p2(ωs)2
|AS|2 , (3.11)

onde

p1(ωs) = R2 +
R1/(ωsC)

2

R21 + [ωsL1 − 1/(ωsCe1)]2
, (3.12)

p2(ωs) = [ωsL2 − 1/(ωsCe2)]− [1/(ωsC)
2][ωsL1 − 1/(ωsCe1)]

R21 + [ωsL1 − 1/(ωsCe1)]2
, (3.13)

e AS é a amplitude da voltagem aplicada ao circuito.
Por outro lado, quando a chave SW está aberta, nós temos a seguinte

express�ao para a pot�encia

P2(ωs) =
R2

R22 + [ωsL2 − 1/(ωsCe2)]2
|AS|2 . (3.14)

A pot�encia P2(ωs) pode ser medida de diversas maneiras. Nós decidimos
medir a corrente que passa pelo indutor L2, a qual tem uma depend�encia
com a freqü�encia igual à depend�encia de P2(ωs). Na realidade, nós medimos
a queda de voltagem através do indutor L2, e logo integramos essa grandeza
para obter assim a corrente que passa pelo indutor. Essa voltagem é um
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sinal oscilatório de freqü�encia ωs, e nós estamos interessado no valor de sua
amplitude, o qual pode ser medido utilizando um osciloscópio.
Na Fig. 3.6 apresentamos o resultado da medida da amplitude da volta-

gem no indutor L2, para quatro valores diferentes do capacitor de acopla-
mento C. Para cada valor de C uma medida é realizada com a chave SW
aberta (ver Fig. 3.5) (quadrados abertos), situaç�ao equivalente à aus�encia
do bombeio. Já os ćõrculos abertos correspondem às medidas realizadas com
a chave fechada. As linhas sólidas representam o ajuste visual1 dos dados
experimentais empregando as Eqs.(3.11) e (3.14). A evoluç�ao do regime de
transpar�encia até o regime análogo ao Autler-Townes pode ser claramente ob-
servada. Na Tab. 3.2 é mostrada a especiÞcaç�ao dos componentes eletr�onicos
empregados no experimento.

Componente Valor

R1 0 Ohms
R2 51, 7 Ohms
L1 1000 µH
L2 1000 µH
C1 0, 1 µF
C2 0, 1 µF

Tabela 3.2: EspeciÞcaç�ao dos componentes eletr�onicos utilizados no expe-
rimento.

Como pode ser visto a partir da Fig. 3.6, na conÞguraç�ao correspondente
à aus�encia de bombeio (chave aberta), a pot�encia da fonte de voltagem VS
transferida ao circuito ressonante R2L2Ce2, é máxima quando a dessintonia
é nula. Por outro lado, quando a chave é fechada, isto é, quando o circuito
de bombeio (força do bombeio) age sobre o circuito ressonante R2L2Ce2, a
absorç�ao da pot�encia elétrica da fonte de voltagem experimenta uma de-
press�ao para a dessintonia igual a zero. Este fato corresponde à condiç�ao de
transpar�encia, e é mais pronunciado na medida em que o valor do capacitor
de acoplamento é reduzido, o qual equivale a um incremento da freqü�encia
de Rabi do campo de bombeio no caso da transpar�encia induzida eletromag-
neticamente em sistemas at�omicos.
Na presente experi�encia , assim como na experi�encia realizada com átomos

e lasers, a transpar�encia observada pode ser interpretada como uma inter-
fer�encia destrutiva. Neste caso, a interfer�encia acontece entre a pot�encia
fornecida pela fonte de voltagem ao circuito ressonante R2L2Ce2, e a pot�encia

1N�ao foi utilizado um algoritmo espećõÞco de ajuste.
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Figura 3.6: Pot�encia transferida ao circuito ressonante R2L2Ce2 como fun-
ç�ao da freqü�encia ωs para diferentes valores do capacitor de acoplamento C.
Para cada curva os valores de C s�ao (a) C = 0, 196 µF , correspondente à
freqü�encia de resson�ancia fRes = ω2/2π = 20, 0 kHz, (b) C = 0, 150 µF ,
fRes = 19, 5 kHz, (c) C = 0, 096 µF , fRes = 21, 5 kHz, (d) C = 0, 050 µF ,
fRes = 26, 5 kHz.

que ele recebe por parte do oscilador elétrico que representa a força do
bombeio. Como explicamos na seç�ao 3.2, o fen�omeno observado também
pode ser visto como uma interfer�encia entre os dois posśõveis caminhos de
excitaç�ao do circuito R2L2Ce2, correspondentes aos modos normais de vi-
braç�ao dos osciladores acoplados. Para o menor valor de C utilizado no
experimento [Fig. 3.6(d)], podemos observar dois picos de absorç�ao que re-
presentam o análogo clássico do dubleto Autler-Townes. Para o menor valor
do capacitor de acoplamento [Fig. 3.6(a)] o pico de transpar�encia n�ao é su-
Þcientemente estreito como esperaŕõamos do valor R1 = 0. Provavelmente,
esse comportamento deve-se à exist�encia de uma resist�encia interna residual
em série dos componentes eletr�onicos utilizados.

As curvas sólidas n�ao ajustam exatamente os dados experimentais de-
vido à resposta em freqü�encia do circuito integrador empregado para obter
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a voltagem proporcional à corrente que passa pelo indutor L2.

A resposta dispersiva do circuito também pode ser medida. Nesse caso,
devemos analisar a relaç�ao entre a fase da corrente oscilatória que passa pelo
indutor L2, e a fase da voltagem da fonte VS. A melhor forma de realizar
essa medida é utilizando um ampliÞcador lock-in2. Como esse equipamento
n�ao está sempre dispońõvel nos laboratórios de graduaç�ao, nós preferimos
descrever um procedimento que permite observar qualitativamente o com-
portamento apresentado na Fig. 3.4.

O procedimento consiste em observar no osciloscópio o sinal correspon-
dente à voltagem proporcional à corrente que passa pelo indutor L2, empre-
gando como gatilho (trigger) o sinal VS. À medida que a freqü�encia ωs é
alterada, e precisamente, cada vez que ela passa pelo valor correspondente
à freqü�encia de resson�ancia na regi�ao de transpar�encia, é posśõvel observar
�pulos� na fase do sinal medido. Quando a freqü�encia ωs aumenta, tr�es
mudanças abruptas da fase s�ao percept́õveis, sendo a variaç�ao intermediaria
oposta às duas restantes. É exatamente esse o comportamento esperado a
partir da Fig. 3.4.

Conclus�oes

Neste caṕõtulo, utilizando dois sistemas totalmente clássicos, modelamos o
fen�omeno da transpar�encia induzida por laser observado em vapores at�omicos.
O primeiro dos sistemas é formado unicamente por dois osciladores mec�anicos
acoplados. Empregando apenas massas e molas, os resultados teóricos obti-
dos nesse sistema f́õsico reproduzem Þelmente o comportamento observado
em sistemas compostos por átomos de tr�es ńõveis que interagem com feixes
lasers. Esse sistema clássico também permitiu simular a resposta dispersiva
do sistema at�omico.

Baseados na equival�encia entre osciladores mec�anicos e elétricos, dese-
nhamos e realizamos uma experi�encia que utiliza dois circuitos ressonantes
RLC acoplados. Com esse circuito conseguimos medir curvas experimen-
tais análogas às curvas de transpar�encia induzida eletromagneticamente e,
observamos também, o análogo clássico do dubleto Autler-Townes.

A experi�encia realizada pode ser implementada no curso de graduaç�ao de
f́õsica, permitindo dessa forma, o desenvolvimento de uma intuiç�ao f́õsica com
relaç�ao a um fen�omeno coerente que acontece em vapores at�omicos.

Em funç�ao dessa analogia clássica, nos interessamos por buscar efeitos ex-
clusivamente qu�anticos no processo de transpar�encia induzida. Nossa atenç�ao

2Também poderia ser empregado um osciloscópio trabalhando em modo x�y.
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se voltou, ent�ao, para propriedades qu�anticas dos campos. Os estudos teóricos
e experimentais que realizamos s�ao apresentados a seguir.



Caṕõtulo 4

Tratamento Teórico da
Transpar�encia Induzida por
Laser

Introduç�ao

De um modo geral, o fen�omeno da transpar�encia induzida é estudado empre-
gando as equaç�oes óticas de Bloch. Esse tratamento semiclássico do problema
impede a análise de propriedades importantes dos campos que interagem com
o sistema at�omico. Trata-se das ßutuaç�oes qu�anticas, às quais só teremos
acesso tratando os campos explicitamente.

A abordagem teórica da transpar�encia induzida que será apresentada
neste caṕitulo está baseada nas equaç�oes qu�anticas de Langevin, ou equaç�oes
de Heisenberg-Langevin, como também s�ao conhecidas na literatura.

Com o intuito de derivar as equaç�oes qu�anticas de Langevin para o sistema
composto pelos átomos e os dois campos, sonda e de bombeio, formularemos
primeiramente o hamiltoniano do sistema. Esse hamiltoniano terá várias
contribuiç�oes, correspondendo a primeira delas à parte at�omica.

Em seguida, será apresentado o hamiltoniano que descreve a fonte de
cada feixe laser. Esse hamiltoniano forma parte do tratamento qu�antico
dos campos propagantes, os quais est�ao acoplados às suas respectivas fontes
via um hamiltoniano de acoplamento que será introduzido na mesma seç�ao.
Utilizando os hamiltonianos de acoplamento e da fonte do laser, derivaremos
um modelo de campo propagante sem a necessidade de incluir uma cavidade
para tratar o problema da interaç�ao com os átomos.

O reservatório dos modos do vácuo será introduzido no nosso formalismo
na sequ�encia, empregando um hamiltoniano bem estabelecido na literatura,
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e consideraremos linear o acoplamento entre as variáveis do sistema e as
variáveis do reservatório. As colis�oes que experimentam os átomos e que
também provocam uma evoluç�ao incoerente do sistema ser�ao introduzidas
fenomenologicamente.
A interaç�ao entre os campos propagantes e os átomos será considerada

utilizando a aproximaç�ao dipolar elétrica.
Uma vez deÞnido o hamiltoniano total do sistema, passaremos à derivaç�ao

das equaç�oes qu�anticas de Langevin para os feixes sonda e de bombeio. As
equaç�oes obtidas ser�ao analisadas para comprovar as suposiç�oes realizadas
no momento de deÞnir o modelo de campo propagante. Na continuaç�ao,
formularemos as equaç�oes qu�anticas de Langevin para as variáveis at�omicas,
começando pela obtenç�ao de uma equaç�ao geral, aplicável a qualquer dos
operadores at�omicos considerados.
A última parte do presente caṕõtulo será dedicada às previs�oes teóricas

obtidas utilizando o método da linearizaç�ao das ßutuaç�oes em torno do es-
tado estacionário. Como meio at�omico, estudaremos um vapor composto por
átomos de 85Rb. Primeiramente, apresentaremos os resultados corresponden-
tes ao comportamento dos valores médios das variáveis do sistema no estado
estacionário. Esse estudo será realizado no regime de baixas intensidades dos
feixes sonda e de bombeio.
Para estudarmos as ßutuaç�oes qu�anticas dos campos, as intensidades dos

feixes sonda e de bombeio ser�ao tomadas comparáveis ao valor da intensi-
dade de saturaç�ao para o rub́õdio. Os resultados obtidos indicam a exist�encia
de excesso de rúõdo na quadratura amplitude de ambos feixes, como con-
seqü�encia da coer�encia induzida no meio at�omico. Também veremos que, na
condiç�ao de transpar�encia induzida, existe uma correlaç�ao entre os feixes, a
qual foi caracterizada empregando os critérios das vari�ancias inferidas e de
Duan-Giedke-Cirac-Zoller. A correlaç�ao encontrada é de natureza qu�antica,
o que indica que os campos est�ao emaranhados. A relev�ancia deste resultado
está associada ao fato de que ele representa o primeiro estudo realizado que
veriÞca a viabilidade da transpar�encia induzida para aplicaç�oes tais como a
informaç�ao e a computaç�ao qu�anticas, a teleportaç�ao, entre outras.

4.1 Equaç�oes Qu�anticas de Langevin

Apesar da exist�encia de uma ampla categoria de problemas f́õsicos onde os
sistemas podem ser considerados isolados, existem alguns sistemas f́õsicos que
n�ao podem ser tratados ou estudados sem considerar a aç�ao proveniente do
exterior. Em particular, quando o sistema forma parte de um sistema maior,
a inßu�encia da parte restante desse sistema composto deve ser levada em
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conta.
O exemplo mais antigo dessa classe de problemas baseia-se no estudo do

movimento de uma part́õcula Browniana em um ßuido viscoso. A interaç�ao
dessa part́õcula com o conjunto de moléculas que a rodeam, e que formam
parte de um sistema maior e com muitos graus de liberdade, conhecido na
literatura como banho térmico ou reservatório, leva ao surgimento de forças
estocásticas e dissipativas que agem sobre a part́õcula. Realizando várias
consideraç�oes sobre a natureza da interaç�ao da part́õcula Browniana com o
meio, é posśõvel derivar a equaç�ao que descreve sua evoluç�ao no tempo, e que
recebe o nome de equaç�ao de Langevin.
Na ótica qu�antica e na f́õsica at�omica, onde os sistemas a serem estuda-

dos s�ao um ou vários modos do campo eletromagnético e os átomos, respec-
tivamente, considera-se que o reservatório é formado por um ensemble de
osciladores harm�onicos que, de fato, s�ao os modos n�ao populados do campo
eletromagnético.
Esse ensemble de modos n�ao populados do campo, ou em outras palavras,

conjunto de modos do campo em estado de vácuo, deve satisfazer algumas
propriedades para ser considerado como um reservatório [27]. Em particular:

� As freqü�encias dos osciladores devem formar um espectro cont́õnuo e
denso.

� O acoplamento dos operadores do sistema com os operadores do reser-
vatório deve ser linear nos operadores dos osciladores harm�onicos que
formam o reservatório.

� As constantes de acoplamento entre os operadores do sistema e os ope-
radores do reservatório devem ser uma funç�ao suave da freqü�encia.

Para um campo eletromagnético quantizado no interior de um volume
grande ou inÞnito em comparaç�ao com as dist�ancias caracteŕõsticas do sis-
tema, essas propriedades s�ao cumpridas praticamente de forma natural.
A partir das consideraç�oes que podem ser realizadas empregando as pro-

priedades acima mencionadas, é posśõvel derivar as equaç�oes que descrevem a
evoluç�ao dos campos e dos átomos que formam um sistema submetido à aç�ao
de um reservatório. Pelo fato desses sistemas serem descrito por variáveis
qu�anticas, no caso operadores, as equaç�oes de evoluç�ao temporal recebem o
nome de equaç�oes qu�anticas de Langevin. Tratando os operadores do sistema
e do reservatório como sendo dependentes do tempo, as equaç�oes de evoluç�ao
temporal de ambos subsistemas s�ao dadas na representaç�ao de Heisenberg, e
incluem termos que reßetem o caráter estocástico e dissipativo da evoluç�ao,
e que est�ao determinados pela aç�ao do reservatório.
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Além da inßu�encia dos modos do vácuo, existem outros processos f́õsicos
que levam a uma evoluç�ao incoerente do sistema átomo-campo. Em vapores
at�omicos, processos tais como colis�oes entre os átomos, e com átomos de ou-
tras espécies, também s�ao fontes de dissipaç�ao e ßutuaç�oes das variáveis que
caracterizam o sistema. Na presente formulaç�ao da transpar�encia induzida
por laser, esses processos ser�ao levados em conta, mesmo que as principais
caracteŕõsticas do referido fen�omeno possam ser obtidas na aus�encia desses
outros mecanismos de interaç�ao incoerente.

4.1.1 Hamiltoniano do sistema

Passemos a estudar agora a formulaç�ao qu�antica do problema da transpar�en-
cia induzida por laser empregando as equaç�oes qu�anticas de Langevin1.

Hamiltoniano at�omico

Consideremos que o sistema at�omico que interage com dois feixes lasers é um
vapor composto por átomos de tr�es ńõveis na conÞguraç�ao lambda fechada,
como aparece indicado na Fig. 4.1, onde os estados at�omicos, em aus�encia de
qualquer radiaç�ao, s�ao designados por |0i, |1i e |2i.

Figura 4.1: ConÞguraç�ao lambda para um átomo de tr�es ńõveis.

Os feixes que agem sobre o sistema at�omico s�ao escolhidos de forma tal
que cada um deles age sobre uma única transiç�ao dipolar. Sendo assim, o

1Também é usual chamar essas equaç�oes de equaç�oes de Heisenberg-Langevin.
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laser que acopla coerentemente os estados at�omicos |0i e |1i será chamado
feixe de bombeio e o laser que acopla os estados |0i e |2i, também de forma
coerente, será chamado feixe sonda. O momento de dipolo entre os estados
|1i e |2i será considerado nulo, de forma tal que n�ao existe transiç�ao radiativa
entre esses estados.
Vamos supor também que os átomos est�ao imóveis e interagem com

os campos nas posiç�oes onde eles est�ao localizados. Dessa forma, estamos
supondo que os átomos interagem de maneira local e cada transiç�ao está
acoplada independentemente com os campos eletromagnéticos. Esta consi-
deraç�ao tem como conseqü�encia a aus�encia da largura Doppler no espectro de
absorç�ao at�omico, devida às diferentes velocidades dos átomos [28]. Faremos
uso desta aproximaç�ao para simpliÞcar a formulaç�ao do problema. A validade
da mesma é justiÞcada quando estudamos um sistema de átomos frios e em
presença de estruturas sub-Doppler que aparecem na conÞguraç�ao de feixes
co-propagantes no caso da transpar�encia induzida. Outra conseqü�encia desta
suposiç�ao é que as colis�oes que experimentam os átomos devem sua origem
aos choques com átomos de outra(s) espécie(s) e, no processo de colis�ao, é
apenas modiÞcado o estado dos graus de liberdade internos dos átomos, de
modo que os graus de liberdade externos dos átomos que interagem com os
lasers n�ao s�ao alterados.
Do ponto de vista do movimento, os átomos ser�ao tratados como part́õculas

clássicas.
Nessa situaç�ao, o hamiltoniano do sistema at�omico, levando em conta só

os graus de liberdade internos, pode ser escrito da forma

�HA =
NX
j=1

(E0|0ih0|j + E1|1ih1|j + E2|2ih2|j) , (4.1)

onde N representa o número de átomos do sistema, e Ei é a energia do estado
at�omico i (i = 0, 1, 2), com E0 > E1, E2.
Tomando como refer�encia a energia do estado excitado |0i, a Eq.(4.1)

pode ser escrita como

�HA =
NX
j=1

³
− ~ω1�σ1j(t)− ~ω2�σ2j(t)

´
. (4.2)

Na equaç�ao anterior, ω1(ω2) é a freqü�encia da transiç�ao at�omica |0i↔ |1i
(|0i ↔ |2i) e os operadores �σij(t), que determinam a populaç�ao at�omica de
cada estado, s�ao deÞnidos da maneira seguinte

�σij(t) ≡ |iihi|j , i = 0, 1, 2 , j = 1, . . . , N . (4.3)
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Hamiltoniano dos campos

De forma geral, o problema da interaç�ao de modos propagantes do campo
eletromagnético com sistemas at�omicos é tratado na literatura considerando
que esses sistemas (átomos e campos) interagem no interior de uma cavidade
em anel que suporta modos propagantes [29]. A necessidade de incluir a cavi-
dade no tratamento do problema está associada à diÞculdade na quantizaç�ao
do campo no espaço livre.

Neste caṕõtulo, vamos introduzir um modelo do campo propagante quan-
tizado, sem utilizar a cavidade em anel, baseado em algumas hipóteses que
ser�ao veriÞcadas a partir da análise das equaç�oes de evoluç�ao temporal das
variáveis do campo e, analisando as previs�oes derivadas da teoria.

Consideremos o esquema do laser apresentado na Fig. 4.2, onde o campo
no interior da cavidade laser será representado pelo operador de aniquilaç�ao
�a1(t).

Figura 4.2: Esquema geral de um laser com cavidade Fabry-Pérot. A cavi-
dade laser está formada pelos espelhos de sáõda M1 e M2, este último de
reßetividade igual a 100 %, entre os quais está localizado o meio encarregado
de gerar a radiaç�ao laser.

Como vimos na seç�ao 2.1, um feixe laser de largura espectral Þnita pode
ser expressado através das envolventes lentamente variáveis do campo. Por
tal raz�ao, vamos supor que o modo laser que sai da cavidade, e que interage
com os átomos, é representado pelo operador do campo elétrico2, para o
campo 1 (bombeio),

b~E1(t) = E0ωL1 ²̄1 ³e−iωL1t �A1(t) + eiωL1t �A�1(t)´ , (4.4)

2Para o campo 2 (sonda) o tratamento é análogo.
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de freqü�encia angular ωL1, igual à freqü�encia central do modo laser no interior
da cavidade.
Levando em conta que, a distribuiç�ao espectral da intensidade do laser

possui um perÞl lorentziano, tomaremos o hamiltoniano do modo livre da
cavidade3 na forma

�HL1 =

Z +∞

−∞
dω |G1(ω)|2~ω �a�1ω�a1ω , (4.5)

onde os operadores �a1ω e �a
�
1ω obedecem a relaç�ao de comutaç�ao

[�aiω, �a
�
jω0 ] = δijδ(ω − ω

0
) , (4.6)

e a funç�ao adimensional G1(ω) caracteriza a largura espectral Þnita da ra-
diaç�ao laser no interior da cavidade. Essa largura deve sua origem à interaç�ao
entre o modo da cavidade e os modos do vácuo, externos à mesma. Na
Eq.(4.5) tomamos os limites de integraç�ao no intervalo (−∞,+∞) porque a
funç�ao G1(ω) é diferente de zero apenas numa faixa de freqü�encias em torno
da freqü�encia central do laser.

Na presente formulaç�ao, a largura espectral do campo
b~E1(t) é introduzida

mediante o acoplamento entre esse campo e o campo intracavidade �a1ω, e que
será considerado através do seguinte hamiltoniano linear

�HL1−c1 = i~κ1
Z +∞

−∞
dω

³
�a�1ω �A1(t)− �A�1(t)�a1ω

´
. (4.7)

A constante de acoplamento κ1 será tomada igual a
p
γ1/2π que, como

veremos a seguir, fornece o valor correto da largura do campo
b~E1(t) na regi�ao

de interaç�ao com os átomos. Do ponto de vista experimental, o valor de κ1
está deÞnido pelo coeÞciente de transmiss�ao do espelho de sáõda M1 e o
comprimento da cavidade laser na Fig. 4.2.
De maneira análoga, para o laser 2 (sonda), de freqü�encia angular ωL2,

deÞnido pelo operador

b~E2(t) = E0ωL2 ²̄2 ³e−iωL2t �A2(t) + eiωL2t �A�2(t)´ , (4.8)

teremos o hamiltoniano de acoplamento

�HL2−c2 = i~κ2
Z +∞

−∞
dω

³
�a�2ω �A2(t)− �A�2(t)�a2ω

´
, (4.9)

3Campo incidente sobre o espelho de sáõda M1 da cavidade laser.
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com κ2 =
p
γ2/2π e, o hamiltoniano da fonte desse laser é

�HL2 =

Z +∞

−∞
dω |G2(ω)|2~ω �a�2ω�a2ω , (4.10)

tendo G2(ω) uma interpretaç�ao análoga à deÞniç�ao de G1(ω).
Um ponto importante a destacar está relacionado com a aç�ao do reser-

vatório sobre o laser na regi�ao de interaç�ao com os átomos. Para isto, vamos
considerar a imagem f́õsica derivada a partir da Fig. 4.3.

Figura 4.3: Modelo de interaç�ao para o sistema total.

Na aus�encia dos átomos, o feixe de luz laser se propagaria sem perdas
pelo espaço, sofrendo apenas espalhamento nas part́õculas do ar. No caso
de um laser intenso, esse espalhamento n�ao afeta de maneira signiÞcativa a
intensidade média do feixe, ou dito de outra forma, o número médio de fótons
no volume espaço-temporal ocupado pelo laser é constante. Dessa maneira, a
interaç�ao entre o modo propagante do campo e o reservatório formado pelos
modos do vácuo é completamente despreźõvel ou inexistente.
Agora, quando o feixe de luz interage com os átomos, a desexcitaç�ao

destes emitindo fótons espontaneamente para os modos n�ao populados do
campo é um processo que leva a uma diminuiç�ao do número de fótons do
modo laser, introduzindo assim uma interaç�ao efetiva entre o reservatório e
o laser.



4.1 Equaç�oes Qu�anticas de Langevin 45

A energia dos campos
b~E1(t) e b~E2(t) na regi�ao de interaç�ao prov�em das res-

pectivas fontes descritas pelos hamiltonianos �HL1 e �HL2. Através das funç�oes
G1(ω) e G2(ω), por meio das quais consideramos a interaç�ao entre o modo da
cavidade laser e os modos de vácuo externos à mesma, os hamiltonianos �HL1
e �HL2 representam uma diagonalizaç�ao do hamiltoniano de um laser [27].

Hamiltoniano do reservatório

Para o reservatório, considerado como um conjunto de osciladores harm�onicos
de freqü�encias muito próximas, o hamiltoniano será tomado na forma habi-
tual [27]

�HR =

Z +∞

−∞
dω ~ω �b�ω�bω , (4.11)

onde, os operadores de aniquilaç�ao e criaç�ao �bω e �b
�
ω, representam os modos

do reservatório, e satisfazem a seguinte relaç�ao de comutaç�ao

[�bω, �b
�
ω0 ] = δ(ω − ω

0
) . (4.12)

Hamiltoniano de interaç�ao átomo-campo

No ponto de vista dipolar elétrico, o hamiltoniano de interaç�ao entre os
átomos e o campo é [29]

�HA−C = −
NX
j=1

b~d1j(t).b~E1(t)− NX
j=1

b~d2j(t).b~E2(t) , (4.13)

onde
b~d1j(t) e b~d2j(t) s�ao os operadores do momento dipolar at�omico das

transiç�oes |0i ↔ |1i e |0i ↔ |2i, respectivamente, para o átomo j. Esses
operadores s�ao deÞnidos pela relaç�ao

b~dij(t) = ~Di
¡
�σ+ij(t) + �σ

−
ij(t)

¢
, i = 1, 2 , j = 1, . . . , N , (4.14)

sendo ~Di o dipolo elétrico associado aos estados |0i e |ii e os operadores de
levantamento e rebaixamento at�omico �σ+ij(t) e �σ

−
ij(t) s�ao deÞnidos como

�σ+ij(t) ≡ |0ihi|j , (4.15)

�σ−ij(t) ≡
¡
�σ+ij(t)

¢�
. (4.16)
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Utilizando a aproximaç�ao de onda girante4, que consiste em desprezar os
termos n�ao ressonantes na Eq.(4.13), o hamiltoniano de interaç�ao entre os
átomos e os campos toma a forma

�HA−C = ~g1
NX
j=1

³
�σ+1j(t)e

−iωL1t �A1(t) + �σ−1j(t)e
iωL1t �A�1(t)

´
+

+ ~g2
NX
j=1

³
�σ+2j(t)e

−iωL2t �A2(t) + �σ−2j(t)e
iωL2t �A�2(t)

´
, (4.17)

onde as constantes de acoplamento, ou taxas de Rabi por fóton g1 e g2, est�ao
determinadas pelas express�oes

g1 = −E0ωL1
~D1²̄1
~

, (4.18)

e

g2 = −E0ωL2
~D2²̄2
~

. (4.19)

Hamiltoniano de interaç�ao átomo-reservatório

Por último, tomaremos o hamiltoniano de interaç�ao entre os átomos e o
reservatório formado pelos modos do vácuo na forma

�HA−R = i~
Z +∞

−∞
dω

NX
j=1

n
κA1(ω)

³
�b�ω�σ

−
1j(t)− �σ+1j(t)�bω

´
+

+ κA2(ω)
³
�b�ω�σ

−
2j(t)− �σ+2j(t)�bω

´o
, (4.20)

com o acoplamento radiativo de cada transiç�ao at�omica dado pelas funç�oes
κA1(ω) e κA2(ω). O fato de considerar duas funç�oes de acoplamento diferentes
indica que cada uma das transiç�oes at�omicas está acoplada ao reservatório
de maneira independente. Como temos suposto uma conÞguraç�ao lambda
fechada, após a emiss�ao espont�anea o átomo encontra-se necessariamente em
um de seus dois estados fundamentais.
O hamiltoniano (4.20) descreve só o acoplamento dos átomos com os mo-

dos do vácuo e, portanto, n�ao é suÞciente quando considera-se a evoluç�ao
das variáveis at�omicas em presença de outros mecanismos de interaç�ao in-
coerente, tais como as colis�oes, que afetam tanto a coer�encia entre os estados
fundamentais como a populaç�ao dos mesmos.

4Conhecida na literatura pela sigla RWA (Rotating Wave Approximation).
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Os par�ametros que determinam a evoluç�ao temporal das variáveis at�omi-
cas em presença de colis�oes, mesmo podendo ser calculados a partir de
primeiros prinćõpios, ser�ao introduzidos fenomenologicamente, o que, do ponto
de vista prático, torna mais simples a formulaç�ao do problema.

Uma posśõvel representaç�ao do processo de colis�ao é mostrada na Fig. 4.4
onde, o átomo do tipoX, com uma energia média da ordem de kT e momento
linear ~ ~KX , colide com um átomo que interage com os feixes sonda e de
bombeio, experimentando este último uma mudança de estado fundamental.
A energia dos átomos X é considerada apenas suÞciente para provocar a
transfer�encia de populaç�ao entre os estados at�omicos fundamentais |1i e |2i,
de modo que n�ao existe liberaç�ao de energia de maneira radiativa durante o
processo de colis�ao. Em outras palavras, a energia trocada em um processo
de colis�ao é muito inferior à energia correspondente a uma transiç�ao ótica.

A duraç�ao temporal de uma colis�ao será considerada despreźõvel em com-
paraç�ao com as constantes temporais do sistema e, em particular, em com-
paraç�ao com o intervalo de tempo entre duas colis�oes sucessivas. Por outro
lado, vamos supor também que a energia do primeiro estado excitado dos
átomos X é grande em comparaç�ao com as energias das transiç�oes at�omicas
~ω1 e ~ω2, de forma tal que o átomo que interage com os lasers n�ao pode
desexcitar-se transferindo sua energia aos átomos da espécie X.

Figura 4.4: Diagrama do processo de colis�ao. O átomo que interage com os
lasers encontra-se inicialmente no estado |1,~ ~K = 0i e, como resultado da
colis�ao com o átomo da espécie X inicialmente no estado |φi, ~ ~KXi, passa ao
estado |2, ~ ~K = 0i. O processo f́õsico (neste caso a colis�ao) é representado
pelo simbolo �◦�.
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Hamiltoniano total

O hamiltoniano total do sistema é, portanto,

�H = �HA + �HL1 + �HL2 + �HL1−c1 + �HL2−c2 + �HA−C + �HR + �HA−R , (4.21)

onde os hamiltonianos que aparecem no membro direito da Eq.(4.21) est�ao
determinados pelas Eqs.(4.2), (4.5), (4.10), (4.7), (4.9), (4.17), (4.11), e
(4.20), respectivamente.
Na Fig. 4.5 é apresentado o esquema dos processos f́õsicos considerados

na atual formulaç�ao da transpar�encia induzida por laser, onde utilizamos a
base dos estados desacoplados, para as diferentes multiplicidades do sistema
átomo-campo.

Figura 4.5: Processos f́õsicos levados em conta na formulaç�ao do problema
da transpar�encia induzida.

Levando em consideraç�ao o número de fótons de cada campo, a evoluç�ao
coerente do sistema pode ser descrita numa base formada por tr�es vetores.
Esses vetores agrupam-se formando multiplicidades e, em particular, uma
determinada multiplicidadeM(n1, n2) é deÞnida pelos estados desacoplados
{|0, n1, n2i , |1, n1+1, n2i , |2, n1, n2+1i} onde, no estado |0, n1, n2i o
átomo encontra-se em seu estado excitado com n1 (n2) fótons no campo 1 (2).
A ßecha sólida de sentido duplo entre os estados |0, n1, n2i e |1, n1+1, n2i
(|2, n1, n2 + 1i) representa o acoplamento coerente dos respectivos estados
at�omicos, criado pelo campo de bombeio (sonda). Note-se que todos os
estados desacoplados de uma mesma multiplicidade t�em a mesma energia.
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No entanto, para facilitar a representaç�ao dos diferentes processos f́õsicos, eles
foram esquematizados separadamente.

Os processos de emiss�ao espont�anea, que vinculam duas multiplicidades
diferentes devido à perda de energia causada pelo vácuo, s�ao representados
pelas ßechas tracejadas partindo do estado |0, n1, n2i. Por outro lado,
a coer�encia entre os estados fundamentais do átomo é representada pelas
ßechas contornadas pela elipse e o processo de transfer�encia de populaç�ao,
por colis�oes, entre os estados fundamentais é representado pela ßecha aberta
de sentido duplo entre os estados |1, n1 + 1, n2i e |2, n1, n2 + 1i, para a
multiplicidadeM(n1, n2). As colis�oes encontram-se em uma faixa de energias
tal que n�ao induzem transfer�encia de populaç�ao entre estados de diferentes
multiplicidades. Por último, a ßecha ondulada representa o decaimento da
coer�encia dos estados fundamentais5.

Finalmente, gostaŕõamos ressaltar que o intento de fazer uma analogia di-
reta com a teoria dos lasers, pode levar a uma formulaç�ao incorreta do hamil-
toniano do sistema. Em particular, um ponto importante é a natureza dos
reservatórios, tanto para o modo laser quanto para os átomos. Na derivaç�ao
do hamiltoniano do sistema na teoria dos lasers, o reservatório para o modo
laser está formado pelos modos externos à cavidade laser. Já para os átomos
do meio laser, aqueles que geram por emiss�ao estimulada a radiaç�ao laser no
interior da cavidade, o reservatório deve sua exist�encia aos f�onons da rede
cristalina, processos de colis�oes at�omicas quando o meio laser é um gás, às
ßutuaç�oes do bombeio externo que cria a invers�ao de populaç�ao, modos do
vácuo, etc.

4.1.2 Equaç�oes qu�anticas de Langevin para os campos

Uma vez deÞnido o hamiltoniano total do sistema, estamos em condiç�oes de
derivar as equaç�oes qu�anticas de Langevin para os operadores dos campos e
os operadores at�omicos.

Equaç�ao de Langevin para o campo de bombeio

Comecemos derivando em primeiro lugar a equaç�ao de evoluç�ao temporal do
campo de bombeio na regi�ao de interaç�ao com os átomos, �A1(t). A equaç�ao
de Heisenberg desse operador é

d �A1(t)

dt
=
1

i~
[ �A1(t), �H] =

1

i~
[ �A1(t), �HL1−c1] +

1

i~
[ �A1(t), �HA−C ] . (4.22)

5Uma análise similar pode ser realizada para as multiplicidades restantes.
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Empregando as deÞniç�oes dos hamiltonianos que aparecem na Eq.(4.22),
encontramos a equaç�ao

d �A1(t)

dt
= −ig1

NX
j=1

�σ−1j(t)e
iωL1t −

r
γ1
2π

Z +∞

−∞
dω �a1ω , (4.23)

que, deÞnindo a envolvente lentamente variável ��σ
−
1j(t) do operador de rebai-

xamento at�omico

��σ
−
1j(t) = �σ

−
1j(t)e

iωL1t , (4.24)

toma a forma

d �A1(t)

dt
= −ig1

NX
j=1

��σ
−
1j(t)−

r
γ1
2π

Z +∞

−∞
dω �a1ω . (4.25)

De forma análoga, para o operador de aniquilaç�ao �a1ω do modo laser da
fonte, achamos

d�a1ω
dt

=
1

i~
[�a1ω, �H] =

1

i~
[�a1ω, �HL1] +

1

i~
[�a1ω, �HL1−c1] =

= −iω �a1ω|G1(ω)|2 +
r
γ1
2π
�A1(t) . (4.26)

Integrando formalmente a equaç�ao anterior obtemos a soluç�ao seguinte
para �a1ω(t), como funç�ao das condiç�oes iniciais

�a1ω(t) = �a1ω(t0)|G1(ω)|2e−iω(t−t0) +
r
γ1
2π

Z t

t0

dt
0 �A1(t

0
)e−iω(t−t

0
) , t > t0 ,

(4.27)

ou, em termos das condiç�oes Þnais

�a1ω(t) = �a1ω(t1)|G1(ω)|2e−iω(t−t1) −
r
γ1
2π

Z t1

t

dt
0 �A1(t

0
)e−iω(t−t

0
) , t < t1 .

(4.28)

Equaç�ao de evoluç�ao para t > t0

Substituindo agora a Eq.(4.27) em (4.25), teremos

d �A1(t)

dt
= −ig1

NX
j=1

��σ
−
1j(t)−

r
γ1
2π

Z +∞

−∞
dω �a1ω(t0)|G1(ω)|2e−iω(t−t0) −

− γ1
2π

Z t

t0

dt
0 �A1(t

0
)

Z +∞

−∞
dω e−iω(t−t

0
) . (4.29)
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Utilizando as propriedades seguintes da funç�ao delta de DiracZ +∞

−∞
dω e−iω(t−t

0
) = 2π δ(t− t0) , (4.30)

e Z t

t0

dt
0
f(t

0
)δ(t− t0) = 1

2
f(t) , (4.31)

achamos para a evoluç�ao temporal de �A1(t) a equaç�ao

d �A1(t)

dt
= −γ1

2
�A1(t)− ig1

NX
j=1

��σ
−
1j(t)−

−
r
γ1
2π

Z +∞

−∞
dω �a1ω(t0)|G1(ω)|2e−iω(t−t0) . (4.32)

Na equaç�ao anterior, t0 é uma constante de tempo arbitrária que deve
obedecer a relaç�ao t0 < t e, em particular, tomando seu valor anterior ao
instante de tempo em que começa a interaç�ao entre o laser e os átomos,
podemos deÞnir o campo que serve de fonte para o laser que interage com os
átomos como sendo6

�A1e(t) ≡ − 1√
2π

Z +∞

−∞
dω �a1ω(t0)|G1(ω)|2e−iω(t−t0) . (4.33)

Dessa forma, a evoluç�ao temporal do campo que interage com os átomos
é descrita pela equaç�ao

d �A1(t)

dt
= −γ1

2
�A1(t)− ig1 �S−1 (t) +

√
γ1 �A1e(t) , (4.34)

onde introduzimos o operador de polarizaç�ao macroscópica �S−1 (t), deÞnido
pela relaç�ao

�S−1 (t) =
NX
j=1

��σ
−
1j(t) . (4.35)

6Note que �A1e(t) tem dimens�ao de raiz quadrada de freqü�encia.
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Equaç�ao de evoluç�ao para t < t1

Se tivéssemos empregado a soluç�ao (4.28) na Eq.(4.25), teŕõamos chegado à
equaç�ao de evoluç�ao

d �A1(t)

dt
=
γ1
2
�A1(t)− ig1 �S−1 (t) +

√
γ1 �A1s(t) , (4.36)

onde o campo na �sáõda� da regi�ao de interaç�ao (campo �visto� pelos fotode-
tectores), é deÞnido por

�A1s(t) ≡ − 1√
2π

Z +∞

−∞
dω �a1ω(t1)|G1(ω)|2e−iω(t−t1) , (4.37)

sendo t1 um instante de tempo posterior à interaç�ao.

Relaç�ao de �entrada-sáõda�

Como nosso interesse reside em estudar as propriedades do campo �A1s(t) após
a interaç�ao com o meio at�omico, ent�ao é necessário determinar a relaç�ao do
mesmo com os campos �A1e(t) e na regi�ao de interaç�ao �A1(t).
Essa relaç�ao é obtida a partir das Eqs.(4.34) e (4.36), subtraindo uma

equaç�ao da outra. Nesse caso, encontramos

0 = γ1 �A1(t) +
√
γ1

³
�A1s(t)− �A1e(t)

´
, (4.38)

e Þnalmente, para γ1 6= 0, a relaç�ao entre esses campos é
�A1s(t) = �A1e(t)−√γ1 �A1(t) , (4.39)

a qual permite estudar as propriedades do feixe laser após interaç�ao com os
átomos, como funç�ao das propriedades do feixe incidente.

Equaç�ao de Langevin para o campo sonda

Todo o procedimento anterior pode ser utilizado para derivar a equaç�ao de
evoluç�ao temporal do campo sonda (campo 2) que, em termos do campo de
sua fonte laser, tem a forma

d �A2(t)

dt
= −γ2

2
�A2(t)− ig2 �S−2 (t) +

√
γ2 �A2e(t) , (4.40)

onde o operador de polarizaç�ao macroscópica é deÞnido pela express�ao

�S−2 (t) =
NX
j=1

��σ
−
2j(t) , (4.41)
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e o campo da fonte é dado por

�A2e(t) = − 1√
2π

Z +∞

−∞
dω �a2ω(t0)|G2(ω)|2e−iω(t−t0) . (4.42)

A relaç�ao de �entrada-sáõda� para esse campo é

�A2s(t) = �A2e(t)−√γ2 �A2(t) , (4.43)

estando o campo �A2s(t) determinado a partir da equaç�ao

�A2s(t) = − 1√
2π

Z +∞

−∞
dω �a2ω(t1)|G2(ω)|2e−iω(t−t1) . (4.44)

Finalmente, devemos notar que a partir das deÞniç�oes do campo da fonte
Eq.(4.33) e do campo detectado Eq.(4.37), a quantidade

hΨ| �A�1(2)e(t) �A1(2)e(t)|Ψi , (4.45)

determina o ßuxo de fótons, no estado |Ψi, emitidos pela fonte pois, como
o operador �A1(2)e(t) tem unidades de raiz quadrada de freqü�encia, ent�ao o

valor médio do operador �A�1(2)e(t) �A1(2)e(t) permite saber qual é o número
médio de fótons que na unidade de tempo atravessa a seç�ao transversal do
feixe.
De maneira análoga, a grandeza

hΨ| �A�1(2)s(t) �A1(2)s(t)|Ψi , (4.46)

permite calcular o ßuxo de fótons que deixa a regi�ao de interaç�ao com os
átomos.

Linearizaç�ao do campo da fonte do laser

Por último, as equaç�oes deÞnitivas da evoluç�ao temporal dos operadores dos
campos de bombeio �A1(t) e sonda �A2(t) s�ao obtidas linearizando as ßutuaç�oes
dos operadores de aniquilaç�ao correspondentes à fonte de cada laser, �A1e(t)
e �A2e(t), em torno de seus valores médios, α1e(t) e α2e(t), respectivamente.
DeÞnindo a linearizaç�ao através das relaç�oes

�A1e(t) = α1e(t) + δ �A1e(t) , (4.47)

e

�A2e(t) = α2e(t) + δ �A2e(t) , (4.48)
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para a evoluç�ao dos operadores dos campos de bombeio e sonda encontramos

d �A1(t)

dt
= −γ1

2
�A1(t)− ig1 �S−1 (t) +

√
γ1α1e(t) +

√
γ1δ �A1e(t) , (4.49)

d �A2(t)

dt
= −γ2

2
�A2(t)− ig2 �S−2 (t) +

√
γ2α2e(t) +

√
γ2δ �A2e(t) . (4.50)

Na Eq.(4.49), o primeiro termo do membro direito da equaç�ao determina
a largura do laser que interage com os átomos. Já o segundo termo é o
resultado da interaç�ao entre o feixe laser e o meio at�omico e, como veremos
nas próximas seç�oes, esse termo é responsável pelo acoplamento entre os
feixes sonda e de bombeio, através da coer�encia entre os estados fundamentais
dos átomos. A seguir, temos o termo que designa a fonte que alimenta o feixe
laser que interage com os átomos, com as respectivas ßutuaç�oes representadas
pelo operador δ �A1e(t). Esse operador atua como força de Langevin para o
operador do campo de bombeio �A1(t) e, apesar de ter a propriedade de
possuir um valor médio nulo, hδ �A1e(t)i = 0, sua vari�ancia é diferente de zero
como conseqü�encia da relaç�ao de comutaç�ao entre os operadores �A1e(t) e
�A�1e(t).
Na aus�encia do meio at�omico, a Eq.(4.49) descreve a evoluç�ao de um

campo livre de largura espectral γ1, alimentado por uma fonte caracterizada
pelo operador �A1e(t).

Devido à estreita analogia entre as Eqs.(4.49) e (4.50), uma análise desta
última equaç�ao nos leva às mesmas conclus�oes derivadas para o campo �A1(t).

4.1.3 Equaç�oes qu�anticas de Langevin para as variáveis
at�omicas

Primeiramente derivaremos uma equaç�ao de evoluç�ao temporal geral, válida
para qualquer operador at�omico.

Suponhamos que �ok(t), com k = 1, . . . , N , represente um operador at�omi-
co qualquer, correspondente ao átomo k. Ent�ao, a sua equaç�ao de Heisenberg-
Langevin é

d�ok(t)

dt
=
1

i~
[�ok(t), �HA] +

1

i~
[�ok(t), �HA−C ] +

1

i~
[�ok(t), �HA−R] , (4.51)

que, utilizando as deÞniç�oes dos hamiltonianos �HA, �HA−C e �HA−R, toma a
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forma

d�ok(t)

dt
= iω1

NX
j=1

[�ok(t), �σ1j(t)] + iω2

NX
j=1

[�ok(t), �σ2j(t)]−

− ig1
NX
j=1

³
[�ok(t), �σ

+
1j(t)]e

−iωL1t �A1(t) + �A�1(t)[�ok(t), �σ
−
1j(t)]e

iωL1t
´
−

− ig2
NX
j=1

³
[�ok(t), �σ

+
2j(t)]e

−iωL2t �A2(t) + �A�2(t)[�ok(t), �σ
−
2j(t)]e

iωL2t
´
+

+

Z +∞

−∞
dω

NX
j=1

n
κA1(ω)

³
�b�ω[�ok(t), �σ

−
1j(t)]− [�ok(t), �σ+1j(t)]�bω

´
+

+ κA2(ω)
³
�b�ω[�ok(t), �σ

−
2j(t)]− [�ok(t), �σ+2j(t)]�bω

´o
. (4.52)

Para o operador do reservatório �bω, a equaç�ao de evoluç�ao em funç�ao do
tempo é

d�bω
dt

= −iω�bω +
NX
j=1

κA1(ω)�σ
−
1j(t) +

NX
j=1

κA2(ω)�σ
−
2j(t) , (4.53)

cuja soluç�ao formal após integraç�ao tem a forma

�bω(t) = �bω(t0)e
−iω(t−t0) + κA1(ω)

NX
j=1

Z t

t0

dt
0
�σ−1j(t

0
)e−iω(t−t

0
) +

+ κA2(ω)
NX
j=1

Z t

t0

dt
0
�σ−2j(t

0
)e−iω(t−t

0
) . (4.54)

Substituindo (4.54) na Eq.(4.52) e, empregando a primeira hipótese de
Markov, encontramos a seguinte equaç�ao qu�antica de Langevin geral (ver
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ap�endice B)

d�ok(t)

dt
= iω1

NX
j=1

[�ok(t), �σ1j(t)] + iω2

NX
j=1

[�ok(t), �σ2j(t)]−

− ig1
NX
j=1

³
[�ok(t), �σ

+
1j(t)]e

−iωL1t �A1(t) + �A�1(t)[�ok(t), �σ
−
1j(t)]e

iωL1t
´
−

− ig2
NX
j=1

³
[�ok(t), �σ

+
2j(t)]e

−iωL2t �A2(t) + �A�2(t)[�ok(t), �σ
−
2j(t)]e

iωL2t
´
+

+
NX
j=1

nrΓ1
2π

³Z +∞

−∞
dω �b�ω(t0)e

iω(t−t0)[�ok(t), �σ−1j(t)] +

+π

r
Γ1
2π

NX
l=1

�σ+1l(t)[�ok(t), �σ
−
1j(t)] + π

r
Γ2
2π

NX
l=1

�σ+2l(t)[�ok(t), �σ
−
1j(t)]−

−
Z +∞

−∞
dω [�ok(t), �σ

+
1j(t)]

�bω(t0)e
−iω(t−t0) −

−π
r
Γ1
2π

NX
l=1

[�ok(t), �σ
+
1j(t)]�σ

−
1l(t)− π

r
Γ2
2π

NX
l=1

[�ok(t), �σ
+
1j(t)]�σ

−
2l(t)

´
+

+

r
Γ2
2π

³Z +∞

−∞
dω �b�ω(t0)e

iω(t−t0)[�ok(t), �σ−2j(t)] +

+π

r
Γ1
2π

NX
l=1

�σ+1l(t)[�ok(t), �σ
−
2j(t)] + π

r
Γ2
2π

NX
l=1

�σ+2l(t)[�ok(t), �σ
−
2j(t)]−

−
Z +∞

−∞
dω [�ok(t), �σ

+
2j(t)]

�bω(t0)e
−iω(t−t0) −

−π
r
Γ1
2π

NX
l=1

[�ok(t), �σ
+
2j(t)]�σ

−
1l(t)− π

r
Γ2
2π

NX
l=1

[�ok(t), �σ
+
2j(t)]�σ

−
2l(t)

´o
, (4.55)

onde as funç�oes de acoplamento foram tomadas da forma

κA1(ω) =

r
Γ1
2π

, (4.56)

κA2(ω) =

r
Γ2
2π
, (4.57)

e os par�ametros Γ1 e Γ2 representam as taxas de decaimento do átomo por
emiss�ao espont�anea em cada uma das transiç�oes |0i → |1i e |0i → |2i,
respectivamente.



4.1 Equaç�oes Qu�anticas de Langevin 57

Como exemplo, derivemos a equaç�ao de evoluç�ao temporal do opera-
dor �σ1j(t) que determina a populaç�ao do estado fundamental at�omico |1i,
sendo que as equaç�oes de Heisenberg-Langevin para os restantes operadores
at�omicos s�ao derivadas de maneira similar.
Começaremos calculando os comutadores que aparecem na Eq.(4.55),

tomando como operador at�omico geral �ok(t) = �σ1k(t). Nesse caso, omitindo a
depend�encia temporal dos operadores para simpliÞcar a escrita, encontramos

[�σ1k, �σ1j] = |1ih1|k|1ih1|j − |1ih1|j|1ih1|k =
= |1ih1|k(|1ih1|kδjk)− (|1ih1|kδjk)|1ih1|k =

= |1ih1|kδjk − |1ih1|kδjk = 0 , (4.58)

onde temos usado a deÞniç�ao dos operadores em termos dos estados at�omicos.
Realizando um cálculo similar, encontramos

[�σ1k, �σ2j ] = 0 . (4.59)

Por outro lado, a partir das deÞniç�oes dos operadores de levantamento
e rebaixamento at�omico de cada uma das transiç�oes, obtemos os seguintes
resultados para os comutadores que envolvem esses operadores

[�σ1k, �σ
+
1j ] = |1ih1|k|0ih1|j − |0ih1|j|1ih1|k = −�σ+1kδjk , (4.60)

[�σ1k, �σ
−
1j ] = |1ih1|k|1ih0|j − |1ih0|j|1ih1|k = �σ−1kδjk , (4.61)

[�σ1k, �σ
+
2j] = |1ih1|k|0ih2|j − |0ih2|j|1ih1|k = 0 , (4.62)

[�σ1k, �σ
−
2j] = |1ih1|k|2ih0|j − |2ih0|j|1ih1|k = 0 . (4.63)

Com as relaç�oes anteriores podemos calcular os seguintes produtos entre
operadores e comutadores, presentes na Eq.(4.55)

�σ+1l[�σ1k, �σ
−
1j] = |0ih1|l|1ih0|kδjk = |0ih0|lδklδjk = �σ0lδklδjk , (4.64)

�σ+2l[�σ1k, �σ
−
1j ] = |0ih2|l|1ih0|kδjk = 0 , (4.65)

[�σ1k, �σ
+
1j]�σ

−
1l = −|0ih1|kδjk|1ih0|l = −|0ih0|lδklδjk = −�σ0lδklδjk , (4.66)

[�σ1k, �σ
+
1j]�σ

−
2l = −|0ih1|kδjk|2ih0|l = 0 . (4.67)
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As express�oes (4.58) - (4.67) s�ao suÞcientes para encontrar a equaç�ao da
evoluç�ao temporal de �σ1k(t)

d�σ1k(t)

dt
= −ig1

NX
j=1

³
−�σ+1kδjke−iωL1t �A1(t) + �A�1(t)�σ

−
1kδjke

iωL1t
´
+

+
NX
j=1

nrΓ1
2π

³ Z +∞

−∞
dω �b�ω(t0)e

iω(t−t0)�σ−1kδjk + π

r
Γ1
2π

NX
l=1

�σ0lδklδjk +

+

Z +∞

−∞
dω �σ+1kδjk

�bω(t0)e
−iω(t−t0) + π

r
Γ1
2π

NX
l=1

�σ0lδklδjk
´o

. (4.68)

Efetuando as somas indicadas em (4.68), encontramos

d�σ1k(t)

dt
= ig1�σ

+
1k(t)e

−iωL1t �A1(t)− ig1 �A�1(t)�σ−1k(t)eiωL1t +

+

r
Γ1
2π

³Z +∞

−∞
dω �b�ω(t0)e

iω(t−t0)�σ−1k(t) +
Z +∞

−∞
dω �σ+1k(t)

�bω(t0)e
−iω(t−t0)

´
+

+Γ1�σ0k(t) , (4.69)

que, deÞnindo a força de Langevin

�f�σ1k(t) ≡
r
Γ1
2π

³Z +∞

−∞
dω �b�ω(t0)e

iω(t−t0)�σ−1k(t) +

+

Z +∞

−∞
dω �σ+1k(t)

�bω(t0)e
−iω(t−t0)

´
, (4.70)

e utilizando os operadores lentamente variáveis

��σ
+

1k(t) = �σ
+
1k(t)e

−iωL1t , ��σ
−
1k(t) = �σ

−
1k(t)e

iωL1t , (4.71)

toma a forma

d�σ1k(t)

dt
= ig1��σ

+

1k(t) �A1(t)− ig1 �A�1(t)��σ
−
1k(t) + Γ1�σ0k(t) +

�f�σ1k(t) . (4.72)

Finalmente, considerando as colis�oes, a equaç�ao que descreve a evoluç�ao
temporal da populaç�ao macroscópica �P1(t) do estado fundamental |1i é

d �P1(t)

dt
= Γ1 �P0(t) + Γ2→1 �P2(t)− Γ1→2 �P1(t) +

+ ig1 �S
+
1 (t) �A1(t)− ig1 �A�1(t) �S−1 (t) + �F �P1(t) , (4.73)
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onde

�Pi(t) =
NX
j=1

�σij(t) i = 0, 1, 2 , (4.74)

�F �P1(t) é a resultante das forças de Langevin,
�S+1 (t) = ( �S

−
1 (t))

� e Γ1→2 (Γ2→1)
representa a taxa de transfer�encia de populaç�ao do estado at�omico |1i (|2i)
para o estado |2i (|1i), como resultado do processo de colis�ao.
A força de Langevin �F �P1(t) tem um valor médio nulo, o que pode ser com-

provado facilmente a partir da deÞniç�ao (4.70). Para a funç�ao de correlaç�ao
de dois tempos dessa força, tomaremos uma distribuiç�ao do tipo delta de
Dirac

h �F �P1(t) �F ��P1(t
0
)i = D �P1

δ(t− t0) , (4.75)

onde, D �P1
é o coeÞciente de difus�ao que caracteriza as ßutuaç�oes de �F �P1(t). A

aproximaç�ao (4.75) é aplicável quando a situaç�ao f́õsica é tal que a �memoria�
do reservatório é muito curta em comparaç�ao com as constantes temporais do
sistema. Dito de outra forma, a força �F �P1(t) descreve um processo estocástico
Markoviano.
De maneira análoga, as equaç�oes que determinam a evoluç�ao temporal

das variáveis at�omicas macroscópicas �P0(t), �P2(t), �S
−
1 (t), �S

−
2 (t) e �S

−
12(t) s�ao

obtidas utilizando o procedimento anterior. Essas equaç�oes t�em a forma

d �P0(t)

dt
= −(Γ1 + Γ2) �P0(t)− ig1 �S+1 (t) �A1(t) + ig1 �A�1(t) �S−1 (t)−

− ig2 �S+2 (t) �A2(t) + ig2 �A�2(t) �S−2 (t) + �F �P0(t) , (4.76)

d �P2(t)

dt
= Γ2 �P0(t) + Γ1→2 �P1(t)− Γ2→1 �P2(t) +

+ ig2 �S
+
2 (t) �A2(t)− ig2 �A�2(t) �S−2 (t) + �F �P2(t) , (4.77)

d �S−1 (t)
dt

= −
µ
Γ1 + Γ2
2

− i δL1
¶
�S−1 (t) + ig1

³
�P0(t)− �P1(t)

´
�A1(t)−

− ig2 �S+12(t) �A2(t) + �F �S1(t) , (4.78)

d �S−2 (t)
dt

= −
µ
Γ1 + Γ2
2

− i δL2
¶
�S−2 (t) + ig2

³
�P0(t)− �P2(t)

´
�A2(t)−

− ig1 �S−12(t) �A1(t) + �F �S2(t) , (4.79)
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d �S−12(t)
dt

= − (Γ12 + i δR) �S−12(t)− ig1 �S−2 (t) �A�1(t) + ig2 �S+1 (t) �A2(t) +
+ �F �S12(t) . (4.80)

Na derivaç�ao das equaç�oes anteriores introduzimos as dessintonias com
relaç�ao às freqü�encias at�omicas δL1 = ωL1−ω1 e δL2 = ωL2−ω2, a dessintonia
Raman δR = δL1 − δL2, a taxa Γ12 que representa a perda de coer�encia por
colis�oes e, além das deÞniç�oes anteriores, utilizamos a condiç�ao de normali-
zaç�ao

�P0(t) + �P1(t) + �P2(t) = N , (4.81)

relacionada ao fato de que a probabilidade de encontrar um átomo em al-
gum de seus estados deve ser igual à unidade, o que é uma conseqü�encia de
estarmos tratando uma conÞguraç�ao fechada dos ńõveis at�omicos.
A coer�encia macroscópica entre os estados fundamentais �S−12(t) é deÞnida

da forma seguinte

�S−12(t) =
NX
j=1

��σ
−
12j(t) , (4.82)

onde

��σ
−
12j(t) = |2ih1|j ei(ωL2−ωL1)t . (4.83)

Para Þnalizar a derivaç�ao das equaç�oes que determinam a evoluç�ao das
variáveis at�omicas, vamos introduzir as invers�oes �W1(t) e �W2(t), deÞnidas
através das relaç�oes

�W1(t) = �P0(t)− �P1(t) , (4.84)
�W2(t) = �P0(t)− �P2(t) . (4.85)

As equaç�oes que satisfazem essas variáveis s�ao determinadas a partir de
(4.73), (4.76) e (4.77), e t�em a forma

d �W1(t)

dt
= Γ

(1)
1
�W1(t) + Γ

(1)
2
�W2(t) + 2ig1 �A

�
1(t) �S

−
1 (t)− 2ig1 �S+1 (t) �A1(t) +

+ ig2 �A
�
2(t) �S

−
2 (t)− ig2 �S+2 (t) �A2(t) + Γ(1)3 N + �F �W1

(t) , (4.86)

d �W2(t)

dt
= Γ

(2)
1
�W1(t) + Γ

(2)
2
�W2(t) + ig1 �A

�
1(t) �S

−
1 (t)− ig1 �S+1 (t) �A1(t) +

+ 2ig2 �A
�
2(t) �S

−
2 (t)− 2ig2 �S+2 (t) �A2(t) + Γ(2)3 N + �F �W2

(t) , (4.87)
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onde, os par�ametros dissipativos s�ao dados pelas express�oes

Γ
(1)
1 = −1

3
(2Γ1 + Γ2)− 2

3
Γ1→2 − 1

3
Γ2→1 , (4.88)

Γ
(1)
2 = −1

3
(2Γ1 + Γ2) +

1

3
Γ1→2 +

2

3
Γ2→1 , (4.89)

Γ
(1)
3 = −1

3
(2Γ1 + Γ2) +

1

3
Γ1→2 − 1

3
Γ2→1 , (4.90)

Γ(2)1 = −1
3
(Γ1 + 2Γ2) +

2

3
Γ1→2 +

1

3
Γ2→1 , (4.91)

Γ
(2)
2 = −1

3
(Γ1 + 2Γ2)− 1

3
Γ1→2 − 2

3
Γ2→1 , (4.92)

Γ
(2)
3 = −1

3
(Γ1 + 2Γ2)− 1

3
Γ1→2 +

1

3
Γ2→1 . (4.93)

4.1.4 Equaç�oes qu�anticas de Langevin para o sistema
átomo-campo

Para resumir os resultados desta seç�ao, reescreveremos o conjunto das 12
equaç�oes que sintetizam a formulaç�ao atual do problema da transpar�encia
induzida por laser, levando sempre em consideraç�ao que o limite de validade
dessas equaç�oes está determinado pelas condiç�oes e suposiç�oes utilizadas para
sua derivaç�ao.

d �W1(t)

dt
= Γ

(1)
1
�W1(t) + Γ

(1)
2
�W2(t) + 2ig1 �A

�
1(t) �S

−
1 (t)− 2ig1 �S+1 (t) �A1(t) +

+ ig2 �A
�
2(t) �S

−
2 (t)− ig2 �S+2 (t) �A2(t) + Γ(1)3 N + �F �W1

(t) , (4.94)

d �W2(t)

dt
= Γ

(2)
1
�W1(t) + Γ

(2)
2
�W2(t) + ig1 �A

�
1(t) �S

−
1 (t)− ig1 �S+1 (t) �A1(t) +

+ 2ig2 �A
�
2(t) �S

−
2 (t)− 2ig2 �S+2 (t) �A2(t) + Γ(2)3 N + �F �W2

(t) , (4.95)

d �S−1 (t)
dt

= −
µ
Γ1 + Γ2
2

− i δL1
¶
�S−1 (t) + ig1 �W1(t) �A1(t)−

− ig2 �S+12(t) �A2(t) + �F �S1(t) , (4.96)
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d �S+1 (t)

dt
= −

µ
Γ1 + Γ2
2

+ i δL1

¶
�S+1 (t)− ig1 �W1(t) �A

�
1(t) +

+ ig2 �A
�
2(t) �S

−
12(t) + �F ��S1(t) , (4.97)

d �S−2 (t)
dt

= −
µ
Γ1 + Γ2
2

− i δL2
¶
�S−2 (t) + ig2 �W2(t) �A2(t)−

− ig1 �S−12(t) �A1(t) + �F �S2(t) , (4.98)

d �S+2 (t)

dt
= −

µ
Γ1 + Γ2
2

+ i δL2

¶
�S+2 (t)− ig2 �W2(t) �A

�
2(t) +

+ ig1 �A
�
1(t) �S

+
12(t) + �F ��S2(t) , (4.99)

d �S−12(t)
dt

= − (Γ12 + i δR) �S−12(t)− ig1 �S−2 (t) �A�1(t) + ig2 �S+1 (t) �A2(t) +
+ �F �S12(t) , (4.100)

d �S+12(t)

dt
= − (Γ12 − i δR) �S+12(t) + ig1 �S+2 (t) �A1(t)− ig2 �A�2(t) �S−1 (t) +

+ �F ��S12(t) , (4.101)

d �A1(t)

dt
= −γ1

2
�A1(t)− ig1 �S−1 (t) +

√
γ1α1e(t) + �F �A1

(t) , (4.102)

d �A�1(t)
dt

= −γ1
2
�A�1(t) + ig1 �S

+
1 (t) +

√
γ1α

∗
1e(t) + �F ��A1(t) , (4.103)

d �A2(t)

dt
= −γ2

2
�A2(t)− ig2 �S−2 (t) +

√
γ2α2e(t) + �F �A2

(t) , (4.104)

d �A�2(t)
dt

= −γ2
2
�A�2(t) + ig2 �S

+
2 (t) +

√
γ2α

∗
2e(t) + �F ��A2(t) . (4.105)

As forças de Langevin para os campos est�ao dadas pelas relaç�oes

�F �A1
(t) =

√
γ1δ �A1e(t) , (4.106)

�F �A2
(t) =

√
γ2δ �A2e(t) . (4.107)

A seguir, passaremos ao estudo de algumas previs�oes teóricas obtidas a
partir dessas equaç�oes.
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4.2 Previs�oes Teóricas I: Estado Estacionário

Os primeiros resultados da teoria que acabamos de expor, e que constituem
parte dos objetivos propostos no presente trabalho, est�ao relacionados ao
estudo do estado estacionário do sistema e, em particular, à resposta do
meio at�omico ao feixe sonda. Estes resultados devem reproduzir as principais
caracteŕõsticas da transpar�encia induzida por laser, evidenciadas em vários
trabalhos tanto teóricos como experimentais, sendo o artigo de revis�ao de
Arimondo [30] uma excelente refer�encia sobre o tema.

Também, no regime estacionário, será estudado o comportamento bi-
estável dos campos sonda e de bombeio, o que permitirá estabelecer e de-
terminar as situaç�oes nas quais as ßutuaç�oes dos campos apresentam um
comportamento de grande interesse, como veremos mais adiante.

A seguir, ser�ao apresentados alguns dos resultados teóricos originais deste
trabalho e que est�ao relacionados ao estudo das ßutuaç�oes qu�anticas dos cam-
pos. Por último, Þnalizando a seç�ao, apresentaremos os resultados referentes
ao estudo da correlaç�ao entre os campos sonda e de bombeio, que é uma
conseqü�encia da transpar�encia induzida no meio at�omico.

4.2.1 Equaç�oes para o estado estacionário

Tanto o estado estacionário do sistema como as ßutuaç�oes qu�anticas dos cam-
pos, ser�ao estudados a partir da linearizaç�ao das ßutuaç�oes dos operadores
em torno de seus valores médios no estado estacionário. Esse método con-
siste em substituir cada operador �O(t), seja at�omico ou do campo, por uma
express�ao do tipo

o+ δ �O(t) , (4.108)

onde o = h �O(t)iEE (�EE� quer dizer estado estacionário), e as ßutuaç�oes
s�ao consideradas através do operador δ �O(t), considerado como um operador
estocástico de valor médio nulo.

Na derivaç�ao das equaç�oes que permitem o estudo das ßutuaç�oes no es-
tado estacionário, tal aproximaç�ao linear é justiÞcada quando as ßutuaç�oes
s�ao despreźõveis a partir da segunda ordem, ao serem comparadas com os
valores médios correspondentes. Já para os valores médios, como veremos
a seguir, as equaç�oes permanecem válidas mesmo quando as ßutuaç�oes s�ao
comparáveis aos valores médios, e elas t�em a forma das equaç�oes óticas de
Bloch [29].

Dessa forma, vamos considerar a seguinte linearizaç�ao dos operadores do
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sistema:

�W1(t) = w1 + δ �W1(t) , (4.109)
�W2(t) = w2 + δ �W2(t) , (4.110)
�S−1 (t) = s1 + δ �S

−
1 (t) , (4.111)

�S−2 (t) = s2 + δ �S
−
2 (t) , (4.112)

�S−12(t) = s12 + δ �S
−
12(t) , (4.113)

�A1(t) = α1 + δ �A1(t) , (4.114)
�A2(t) = α2 + δ �A2(t) . (4.115)

Substituindo a linearizaç�ao anterior nas Eqs.(4.94)- (4.105), desprezando
os termos de segunda ordem nas ßutuaç�oes, e considerando que os valores
médios das forças de Langevin que aparecem nessas equaç�oes s�ao nulos7,
encontramos o seguinte sistema de equaç�oes para os valores médios dos ope-
radores no estado estacionário

Γ
(1)
1 w1 + Γ

(1)
2 w2 + 2ig1α

∗
1s1 − 2ig1s∗1α1 + ig2α∗2s2 − ig2s∗2α2 +

+ Γ
(1)
3 N = 0 , (4.116)

Γ
(2)
1 w1 + Γ

(2)
2 w2 + ig1α

∗
1s1 − ig1s∗1α1 + 2ig2α∗2s2 − 2ig2s∗2α2 +

+ Γ
(2)
3 N = 0 , (4.117)

−
µ
Γ1 + Γ2
2

− i δL1
¶
s1 + ig1w1α1 − ig2s∗12α2 = 0 , (4.118)

−
µ
Γ1 + Γ2
2

+ i δL1

¶
s∗1 − ig1w1α∗1 + ig2α∗2s12 = 0 , (4.119)

−
µ
Γ1 + Γ2
2

− i δL2
¶
s2 + ig2w2α2 − ig1s12α1 = 0 , (4.120)

−
µ
Γ1 + Γ2
2

+ i δL2

¶
s∗2 − ig2w2α∗2 + ig1α∗1s∗12 = 0 , (4.121)

− (Γ12 + i δR) s12 − ig1s2α∗1 + ig2s∗1α2 = 0 , (4.122)

7Para cada variável at�omica existe uma express�ao da força de Langevin similar à
Eq.(4.70).
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− (Γ12 − i δR) s∗12 + ig1s∗2α1 − ig2α∗2s1 = 0 , (4.123)

−γ1
2
α1 − ig1s1 +√γ1α1e = 0 , (4.124)

−γ1
2
α∗1 + ig1s

∗
1 +

√
γ1α

∗
1e = 0 , (4.125)

−γ2
2
α2 − ig2s2 +√γ2α2e = 0 , (4.126)

−γ2
2
α∗2 + ig2s

∗
2 +

√
γ2α

∗
2e = 0 . (4.127)

Na obtenç�ao do conjunto de equaç�oes anteriores aparecem termos do tipo
2ig1δ �A

�
1(t)δ �S

−
1 (t), por exemplo na equaç�ao (4.94), que s�ao desprezados por

serem de segunda ordem nas ßutuaç�oes e pequenos quando comparados com
valores médios, tais como 2ig1α

∗
1s1, que também aparece na mesma equaç�ao,

após a linearizaç�ao.
As Eqs.(4.116) - (4.127) evidenciam uma dep�endencia n�ao linear entre

as diferentes variáveis do sistema, o que, unido à quantidade delas, diÞculta
encontrar a soluç�ao das mesmas de maneira direta. Por tal motivo, em-
pregaremos um procedimento que consiste em supor que as variáveis dos
campos s�ao par�ametros de valores conhecidos e, dessa forma, poderemos re-
solver as equaç�oes (4.116) - (4.123) para as variáveis at�omicas [31]. Logo,
será necessário investigar a estabilidade da soluç�ao obtida estudando o com-
portamento dos campos, o que será realizado na próxima subseç�ao.
Por conseguinte, considerando conhecidos os valores das amplitudes dos

campos, os valores médios das variáveis at�omicas no estado estacionário obe-
decem o seguinte sistema de equaç�oes, escrito de forma matricial,

AAt.xAt = V , (4.128)

onde, o vetor das variáveis at�omicas xAt, a matriz AAt, e o vetor dos termos
independentes V, s�ao dados pelas express�oes

xAt =



w1
w2
s1
s∗1
s2
s∗2
s12
s∗12


,
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AAt =



Γ
(1)
1 Γ

(1)
2 2ig1α

∗
1 −2ig1α1

Γ(2)1 Γ(2)2 ig1α
∗
1 −ig1α1

ig1α1 0 − ¡Γ1+Γ2
2

− i δL1
¢

0
−ig1α∗1 0 0 − ¡Γ1+Γ2

2
+ i δL1

¢
0 ig2α2 0 0
0 −ig2α∗2 0 0
0 0 0 ig2α2
0 0 −ig2α∗2 0

ig2α
∗
2 −ig2α2 0 0

2ig2α
∗
2 −2ig2α2 0 0

0 0 0 −ig2α2
0 0 ig2α

∗
2 0

− ¡Γ1+Γ2
2

− i δL2
¢

0 −ig1α1 0
0 − ¡Γ1+Γ2

2
+ i δL2

¢
0 ig1α

∗
1

−ig1α∗1 0 −(Γ12 + i δR) 0
0 ig1α1 0 −(Γ12 − i δR)


,

V =



−Γ(1)3 N
−Γ(2)3 N
0
0
0
0
0
0


.

A soluç�ao da Eq.(4.128) é direta, basta invertir a matriz AAt, o que
permite encontrar

xAt = A
−1
At .V . (4.129)

Dessa forma, através da soluç�ao (4.129), os valores médios das variáveis
at�omicas no estado estacionário s�ao expressos em funç�ao dos par�ametros
que caracterizam o sistema (taxas de relaxaç�ao, dessintonias, etc.), e das
amplitudes médias dos campos α1 e α2.
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4.2.2 Resposta do meio at�omico ao feixe sonda

ConÞguraç�ao do sistema

Para obter as previs�oes da teoria escolheremos os par�ametros que correspon-
dem a um sistema f́õsico real. Neste caso, estudaremos a transpar�encia indu-
zida por laser em um vapor at�omico de rub́õdio, cujo diagrama dos ńõveis de
energia associado à linha espectral ou transiç�ao ótica D2 [33], para o isótopo
85Rb, é apresentado na Fig. 4.6.

Figura 4.6: Ńõveis de energia da transiç�ao D2 do
85Rb. O valor em MHz in-

dica a separaç�ao em freqü�encia entre os diferentes ńõveis de momento angular
total F .

A escolha do 85Rb como material de estudo deve-se, por um lado, à
disponibilidade desse material comercialmente e, por outro lado, à exist�encia
no mercado de diodos lasers que emitem luz cujo comprimento de onda está
na faixa dos 780 nm, o que possibilita realizar um estudo experimental sobre
esse isótopo do rub́õdio.
A identiÞcaç�ao dos ńõveis de energia da estrutura hiperÞna do 85Rb com

os ńõveis da conÞguraç�ao Λ utilizados na derivaç�ao da teoria é a seguinte

|0i = |5P3/2, F 0
= 3i ,

|1i = |5S1/2, F = 3i ,
|2i = |5S1/2, F = 2i ,

e, como pode ser visto da Fig. 4.6, formam a letra grega Λ. O uso desses
ńõveis de energia é permitido pela regra de seleç�ao para o momento angular
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total F

∆F = 0,±1 .
Como unidade de freqü�encia para os cálculos tomaremos a largura natural

do estado excitado do Rb, Γ = Γ1+Γ2 = 2π 6MHz. Os ńõveis |5S1/2, F = 3i
e |5S1/2, F = 2i correspondem ao estado fundamental do 85Rb e portanto s�ao
radiativamente estáveis.

I. Regime de TIE

Usualmente, os estudos teóricos e experimentais da transpar�encia induzida
por laser em vapores at�omicos [25, 26, 34, 35] s�ao realizados em uma situaç�ao
na qual o feixe sonda é muito fraco em intensidade, o que signiÞca que sua
intensidade é muito pequena em comparaç�ao com a intensidade do bombeio,
e com relaç�ao à intensidade de saturaç�ao da transiç�ao que ele excita, igual a
1,6 mW/cm2 no caso do Rb. Essa relaç�ao entre as intensidades caracteriza
a situaç�ao f́õsica que chamaremos de regime de TIE (Transpar�encia Induzida
Eletromagneticamente).
Os resultados análogos aos apresentados na seç�ao 3.2 s�ao mostrados na

Fig. 4.7 para o feixe de bombeio ressonante com a transiç�ao que ele excita
(δL1 = 0), assumindo valores reais para as amplitudes α1 e α2. A resposta
estacionária dos átomos ao feixe sonda é contida na variável da polarizaç�ao s2,
que está determinada pelo quinto elemento do vetor A−1

At .V. Nessa Þgura, a
susceptibilidade χ2 da transiç�ao entre os estados at�omicos |0i e |2i é deÞnida
pela relaç�ao

χ2 =
s2
α2
. (4.130)

A parte imaginária da susceptibilidade (absorç�ao) apresenta uma regi�ao
estreita de transpar�encia induzida [Fig. 4.7(b)] para a dessintonia nula do
sonda, que se acentua na medida em que a intensidade do bombeio é incre-
mentada. A resposta dispersiva do meio (parte real da susceptibilidade) evi-
dencia uma mudança abrupta do ṍndice de refraç�ao na regi�ao da transpar�encia.
O cálculo da depend�encia da intensidade média detectada do sonda com

a dessintonia δL2, fornece um resultado similar ao mostrado na Fig. 4.7.
Os dados utilizados para obter numericamente o resultado mostrado na

Fig. 4.7 s�ao apresentados na tabela 4.1. O número de átomos N foi tomado
igual a 5, 0 × 108, e será o mesmo em todos os resultados teóricos a serem
apresentados neste caṕõtulo.
As larguras dos lasers γ1 e γ2 foram escolhidas próximas dos valores ex-

perimentais correspondentes aos diodos laser. Essas larguras espectrais t�em
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Figura 4.7: Resposta do meio at�omico ao feixe sonda para um número de
átomos N = 5, 0×108. Para uma intensidade do sonda igual a 10,9 µW/cm2,
os valores da intensidade do bombeio em µW/cm2 s�ao: (a) 4,9×10−4 , (b)
4,9 , (c) 30,4 , (d) 486,5 , (e) 1945,8 .

como limite inferior a largura de Schawlow-Townes, que é determinada pela
relaç�ao [36]

γ =
N2

N2 −N1
2π hνL ∆ν

2
cav

PL
, (4.131)

onde, N1 (N2) determina a populaç�ao do estado fundamental (excitado) da
transiç�ao laser, νL e PL s�ao a freqü�encia e a pot�encia de sáõda do laser,
respectivamente, e ∆νcav é a largura da cavidade laser. O modelo de difus�ao
de fase utilizado para a obtenç�ao da relaç�ao (4.131) implica a exist�encia de
excesso de rúõdo de fase em relaç�ao ao rúõdo de intensidade do laser. Excesso
de rúõdo este que é proporcional ao quadrado da largura da cavidade do laser
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Valor
Par�ametro Γ MHz

g1 −4, 63× 10−3 −1, 75× 10−1
g2 −4, 14× 10−3 −1, 56× 10−1
Γ1 5, 00× 10−1 1, 88× 101
Γ2 5, 00× 10−1 1, 88× 101
Γ12 1, 00× 10−4 3, 77× 10−3
Γ1→2 2, 50× 10−4 9, 42× 10−3
Γ2→1 2, 50× 10−4 9, 42× 10−3
γ1 1, 67× 10−1 6, 29
γ2 1, 67× 10−1 6, 29

Tabela 4.1: Par�ametros utilizados para calcular a resposta do meio at�omico
mostrada na Fig. 4.7.

∆νcav, e inversamente proporcional à freqü�encia de análise do rúõdo [37].

Para os diodos lasers com cavidade externa, de pot�encia igual a 20 mW ,
em média, e uma largura de cavidade da ordem de dezenas de GHz, as
larguras espectrais γ1 e γ2 s�ao da ordem de dezenas de MHz, para um laser
trabalhando muito acima do limiar de oscilaç�ao.

As constantes de acoplamento por fóton g1 e g2 foram calculadas para cada
uma das transiç�oes (ver ap�endice C) considerando que os feixes sonda e de
bombeio est�ao linearmente polarizados, t�em 1 mm de di�ametro e interagem
com um vapor at�omico de 85Rb contido no interior de uma célula de vidro de
5 cm de comprimento. As taxas Γ12, Γ1→2 e Γ2→1 foram escolhidas de forma
tal que fosse posśõvel observar o sinal de transpar�encia induzida. Em uma
experi�encia, os valores dessas taxas de relaxaç�ao dependem da temperatura
do vapor at�omico, das caracteŕõsticas da parede da célula que contem o vapor,
do tempo de v�oo dos átomos através da seç�ao transversa do feixe, entre outros
fatores. Posteriormente estudaremos a inßu�encia destes últimos par�ametros
sobre o comportamento mostrado na Fig. 4.7.

A ess�encia f́õsica do fen�omeno da transpar�encia induzida por laser pode
ser entendida a partir da analogia desenvolvida na seç�ao 3.2. Porém, existe
uma imagen f́õsica baseada no modelo do átomo �vestido� [25, 29], que ajuda
a comprender o fen�omeno em um sistema qu�antico. De fato, a transpar�encia
induzida que experimenta o feixe sonda pode ser vista como o resultado da
interaç�ao de um feixe fraco em intensidade com um meio at�omico vestido pe-
los fótons do feixe de bombeio, onde o termo vestido signiÞca que na aus�encia
do sonda o sistema encontra-se em um estado qu�antico que é autoestado dos
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operadores at�omicos e do campo de bombeio. Nessa situaç�ao, o feixe sonda
é tratado como uma perturbaç�ao sobre o sistema acoplado átomo-laser de
bombeio.
Na Fig. 4.8 é representada essa imagem f́õsica. A diferença de energia

entre os ńõveis vestidos |3+i e |3−i depende da taxa de Rabi ou intensidade
(número de fótons) do campo de bombeio.

Figura 4.8: A absorç�ao do feixe sonda depende da separaç�ao em energia dos
ńõveis vestidos |3+i e |3−i. O �angulo θ é deÞnido pela taxa de Rabi e a
dessintonia do feixe de bombeio.

Quando a intensidade do bombeio é tal que a separaç�ao energética dos
ńõveis vestidos é pequena, o feixe sonda n�ao consegue distinguir os dois ńõveis
de energia e, nesse caso, n�ao é absorvido pelo átomo. Nessa situaç�ao fala-se
que a transpar�encia que experimenta o feixe sonda deve-se a uma interfer�encia
qu�antica destrutiva. Em outras palavras, o feixe sonda n�ao distingue os
caminhos de absorç�ao |5S1/2, F = 2i → |3−i e |5S1/2, F = 2i → |3+i. Essa
indistinguibilidade de caminhos é a base da interfer�encia qu�antica destrutiva,
expressada de forma anaĺõtica nas Refs. [10, 25].
À medida em que a intensidade do feixe de bombeio aumenta, a separaç�ao

em energia dos ńõveis vestidos aumenta também, levando ao surgimento de
um dubleto de absorç�ao, manifestaç�ao do efeito Autler-Townes ou efeito Stark
din�amico. Contudo, a absorç�ao nula do sonda para δL2 = 0 observada na
Fig. 4.7(e), é uma evid�encia da persist�encia da interfer�encia qu�antica destru-
tiva.
Um incremento posterior da intensidade do bombeio separa completa-

mente os dois ńõveis vestidos e, nessa situaç�ao, a absorç�ao nula do feixe
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sonda para δL2 = 0 é causada pela aus�encia de ńõvel de energia para o qual
o átomo possa transitar a partir do estado fundamental |5S1/2, F = 2i.
O fen�omeno da transpar�encia induzida também pode ser visto ou interpre-

tado como um processo ressonante de dois fótons ou transiç�ao Raman [30, 38],
onde um fóton é absorvido pelo átomo na transiç�ao correspondente ao feixe
de bombeio e é emitido de maneira estimulada na transiç�ao associada ao feixe
sonda, sendo o processo contrário igualmente provável. De fato, na condiç�ao
de transpar�encia induzida existe uma din�amica coerente de troca de fótons
entre os campos, onde o estado excitado at�omico participa de maneira vir-
tual, pois a populaç�ao estacionária desse estado na situaç�ao de transpar�encia
induzida é nula, o que indica que em média a probabilibade de encontrar o
átomo no estado excitado é zero. Nesse caso, a coer�encia at�omica entre os
estados fundamentais t�em um papel importante no equiĺõbrio din�amico do
sistema.
O acoplamento entre os campos via a coer�encia at�omica s12 entre os

estados fundamentais pode ser visto a partir das Eqs.(4.124) e (4.126), que
mostram a relaç�ao entre as amplitudes médias dos campos α1 e α2 e as
polarizaç�oes médias s1 e s2, correspondentes às transiç�oes at�omicas que cada
um deles excita. Por sua vez, a Eq.(4.118) [(4.120)] para a polarizaç�ao média
s1 (s2) evidencia uma depend�encia expĺõcita desta variável com o campo α2
(α1) através da coer�encia s12.

Comportamento biestável dos campos

Na Fig. 4.7 mostramos a forma em que o comportamento do meio at�omico é
alterado pela presença dos campos sonda e de bombeio. No entanto, existe
a inßu�encia contrária, isto é, a alteraç�ao do comportamento dos campos
pelos átomos, que se manifesta por um regime biestável para cada um deles,
dependendo de determinadas condiç�oes.
A modo de exemplo, na Fig. 4.9 apresentamos as curvas de biestabilidade

dos feixes sonda e de bombeio para δL2 = δL1 = 0. A curva do feixe sonda,
para uma intensidade Þxa do bombeio igual a 486,5 µW/cm2 (α1 = 100),
é obtida pelo procedimento comumente utilizado no estudo da biestabili-
dade [31, 32], que consiste em resolver a equaç�ao (4.126) para encontrar a
dep�endencia da amplitude da fonte α2e com a amplitude α2, e graÞcar a
relaç�ao inversa.
O comportamento biestável observado na Fig. 4.9 pode parecer inespe-

rado, pois os estudos de biestabilidade s�ao realizados utilizando cavidades e
em momento algum nosso tratamento da transpar�encia induzida inclui esse
dispositivo ótico. Os átomos que interagem com os lasers n�ao est�ao no interior
de uma cavidade. Contudo, devemos lembrar que a exist�encia da biestabili-
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Figura 4.9: Curvas de biestabilidade dos feixes sonda e de bombeio. A
curva do bombeio foi obtida para uma intensidade Þxa do sonda igual a 10,9
µW/cm2 (α2 = 15).

dade reside na retroalimentaç�ao que experimenta o campo que, no caso de
uma cavidade, é garantida pelos espelhos da mesma.

No nosso meio at�omico de tr�es ńõveis na conÞguraç�ao Λ, existem dois
mecanismos de retroalimentaç�ao responsáveis pela biestabilidade observada
na Fig. 4.9. O primeiro deles baseia-se no processo de transfer�encia de popu-
laç�ao entre os estados fundamentais, como produto das colis�oes, e pode ser
entendido a partir da Fig. 4.10.

Suponhamos que inicialmente o átomo esteja no estado fundamental |1i.
Após experimentar uma colis�ao com um átomo da espécie X ele é transferido
para o estado fundamental |2i, a partir do qual absorve um fóton do feixe
sonda, de freqü�encia angular ωL2 , produzindo-se uma transiç�ao Raman (de-
limitada pelas linhas horizontais tracejadas na Fig. 4.10), ao Þnal da qual o
átomo retorna ao estado inicial, tendo emitido um fóton de freqü�encia an-
gular ωL1 , na transiç�ao correspondente ao feixe de bombeio. Nesse caso,
o número de fótons do feixe de bombeio é incrementado como resultado de
uma transiç�ao Raman assistida por um processo de colis�ao, o que constitui
um mecanismo de alimentaç�ao para esse feixe8.

A ess�encia do mecanismo de alimentaç�ao dos feixes por colis�oes é a
transiç�ao Raman. Por essa raz�ao é de esperar-se que a biestabilidade dos
campos exista, mesmo em aus�encia das colis�oes que alteram a populaç�ao dos
estados fundamentais. E de fato, cada vez que um fóton é absorvido em uma

8Um mecanismo análogo de retroalimentaç�ao é a base da biestabilidade observada do
feixe sonda.
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Figura 4.10: Processo de colis�ao acompanhado por uma transfer�encia de
populaç�ao como mecanismo de retroalimentaç�ao responsável pelo compor-
tamento biestável do campo de bombeio. A ßecha tracejada representa o
tr�ansito por um estado virtual, nesse caso, o estado excitado |0i.

das transiç�oes e reemitido na outra, o campo acoplado à transiç�ao Þnal do
processo Raman ganha um fóton, cuja energia prov�em da transiç�ao de partida
do processo. Por tal motivo, o mecanismo de retroalimentaç�ao dos campos
baseado na transiç�ao Raman assistida pela transfer�encia de populaç�ao en-
tre os estados fundamentais produto das colis�oes deve ser o responsável pela
regi�ao de biestabilidade observada na Fig. 4.10, para baixas intensidades do
campo da fonte laser. Já a regi�ao de biestabilidade observada para altas in-
tensidades da fonte deve sua exist�encia à própria transiç�ao Raman, originada
pela coer�encia entre os estados fundamentais.
Na Fig. 4.11 é mostrada a curva de biestabilidade para o campo de

bombeio, utilizando as mesmas condiç�oes que as empregadas para obter a
Fig. 4.9, à diferença das taxas de transfer�encia de populaç�ao entre os estados
fundamentais Γ1→2 e Γ2→1, reduzidas ao valor 1, 3× 10−4 Γ.
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Figura 4.11: Curva de biestabilidade do feixe de bombeio para Γ1→2 =
Γ2→1 = 1, 3× 10−4 Γ.

Quando as taxas Γ1→2 e Γ2→1 s�ao nulas, o processo de colis�ao chama-se
defasante pois, nessa situaç�ao, as colis�oes s�ao responsáveis pela defasagem
da coer�encia s12 através da taxa

9 Γ12.

II. Regime de alta intensidade

Devido à diferença de intensidades entre os feixes sonda e de bombeio, exis-
tem vários autores que consideram que a transpar�encia que experimenta
o feixe sonda deve-se à coer�encia induzida no meio por parte do feixe de
bombeio, pois o fato da populaç�ao do estado excitado ser nula revela a
aus�encia de emiss�ao espont�anea na situaç�ao de transpar�encia induzida, o
que caracteriza um regime coerente limitado por outros mecanismos de re-
laxaç�ao.
Se é certo que o feixe mais intenso (em geral o bombeio) tem uma con-

tribuiç�ao importante na coer�encia at�omica, em verdade ela é o resultado
da aç�ao conjunta de ambos feixes e, por conseguinte, existe a possibilidade
de observar o fen�omeno da transpar�encia quando as intensidades dos feixes,

9Existem outros mecanismos de relaxaç�ao cuja contribuiç�ao é levada em conta na taxa
Γ12 [30].
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além de ser da ordem de grandeza da intensidade de saturaç�ao da transiç�ao
at�omica, s�ao comparáveis. Nesse caso, estamos no regime de aprisionamento
coerente de populaç�ao, caracterizado por um estado estacionário do sistema
que é uma superposiç�ao dos estados fundamentais, criada por campos com
taxas de Rabi similares, o que também permite observar a transpar�encia in-
duzida na susceptibilidade que representa a resposta dos átomos ao feixe de
bombeio.

Na Fig. 4.12 s�ao mostradas as curvas de absorç�ao (parte imaginária da
susceptibilidade χ2) do feixe sonda de intensidade igual a 2,80mW/cm

2, para
dois valores diferentes da intensidade do bombeio, 3, 89 × 10−1 mW/cm2 e
9,73 mW/cm2, ressonante com a transiç�ao que ele excita.

Figura 4.12: Absorç�ao do sonda para intensidades comparáveis com a in-
tensidade de saturaç�ao ISAT = 1, 6 mW/cm2. Intensidade do feixe sonda
I2 = 2, 80 mW/cm2 (α2 = 240), intensidade do bombeio (a) I1 = 3, 89 ×
10−1 mW/cm2 (α1 = 89), (b) I1 = 9, 73 mW/cm

2 (α1 = 447).
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Além da absorç�ao nula do sonda quando ressonante com a transiç�ao que
ele excita, as curvas da Fig. 4.12 apresentam um alargamento em comparaç�ao
com a Fig. 4.7, como conseqü�encia da pot�encia dos feixes sonda e de bombeio
(efeito conhecido como alargamento por pot�encia).
Nesse regime de intensidades dos feixes comparáveis ou superiores à in-

tensidade de saturaç�ao da transiç�ao, é posśõvel realizar o estudo do rúõdo
qu�antico dos campos empregando o método de linearizaç�ao das ßutuaç�oes.
Como sabemos, na condiç�ao de transpar�encia induzida a intensidade

média dos feixes n�ao é alterada. No entanto, na situaç�ao de transpar�encia
o estado do sistema é um equiĺõbrio din�amico baseado na troca de fótons
pelos campos via um processo Raman e, portanto, é de esperar-se que as pro-
priedades estat́õsticas dos feixes experimentem uma alteraç�ao apreciável. Por
tal motivo, o estudo das ßutuaç�oes qu�anticas dos feixes sonda e de bombeio
resulta de grande interesse em um meio at�omico caracterizado por um regime
de transpar�encia induzida.

4.3 Previs�oes Teóricas II: Rúõdo Qu�antico

4.3.1 Equaç�oes para o estudo das ßutuaç�oes

Para estudar as propriedades estat́õsticas das variáveis do sistema, as equaç�oes
que descrevem a evoluç�ao temporal dos operadores de ßutuaç�ao s�ao obti-
das através da linearizaç�ao das ßutuaç�oes em torno dos valores médios das
variáveis no estado estacionário.
Ao substituir a linearizaç�ao (4.109) - (4.115) nas Eqs.(4.94) - (4.105),

obtemos o seguinte conjunto de equaç�oes para os operadores de ßutuaç�ao:

dδ �W1(t)

dt
= Γ

(1)
1 δ

�W1(t) + Γ
(1)
2 δ

�W2(t) + 2ig1α
∗
1δ
�S−1 (t) + 2ig1s1δ �A

�
1(t)−

−2ig1s∗1δ �A1(t)− 2ig1α1δ �S+1 (t) + ig2α∗2δ �S−2 (t) + ig2s2δ �A�2(t)−
−ig2s∗2δ �A2(t)− ig2α2δ �S+2 (t) + �F �W1

(t) , (4.132)

dδ �W2(t)

dt
= Γ(2)1 δ �W1(t) + Γ

(2)
2 δ

�W2(t) + ig1α
∗
1δ
�S−1 (t) + ig1s1δ �A

�
1(t)−

−ig1s∗1δ �A1(t)− ig1α1δ �S+1 (t) + 2ig2α∗2δ �S−2 (t) + 2ig2s2δ �A�2(t)
−2ig2s∗2δ �A2(t)− 2ig2α2δ �S+2 (t) + �F �W2

(t) , (4.133)

dδ �S−1 (t)
dt

= −
µ
Γ1 + Γ2
2

− i δL1
¶
δ �S−1 (t) + ig1w1δ �A1(t) + ig1α1δ �W1(t)−

− ig2s∗12δ �A2(t)− ig2α2δ �S+12(t) + �F �S1(t) , (4.134)
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dδ �S+1 (t)

dt
= −

µ
Γ1 + Γ2
2

+ i δL1

¶
δ �S+1 (t)− ig1w1δ �A�1(t)− ig1α∗1δ �W1(t) +

+ ig2α
∗
2δ �S

−
12(t) + ig2s12δ �A

�
2(t) + �F ��S1(t) , (4.135)

dδ �S−2 (t)
dt

= −
µ
Γ1 + Γ2
2

− i δL2
¶
δ �S−2 (t) + ig2w2δ �A2(t) + ig2α2δ �W2(t)−

− ig1s12δ �A1(t)− ig1α1δ �S−12(t) + �F �S2(t) , (4.136)

dδ �S+2 (t)

dt
= −

µ
Γ1 + Γ2
2

+ i δL2

¶
δ �S+2 (t)− ig2w2δ �A�2(t)− ig2α∗2δ �W2(t) +

+ ig1α
∗
1δ
�S+12(t) + ig1s

∗
12δ
�A�1(t) + �F ��S2(t) , (4.137)

dδ �S−12(t)
dt

= − (Γ12 + i δR) δ �S−12(t)− ig1s2δ �A�1(t)− ig1α∗1δ �S−2 (t) +
+ig2s

∗
1δ �A2(t) + ig2α2δ �S

+
1 (t) + �F �S12(t) , (4.138)

dδ �S+12(t)

dt
= − (Γ12 − i δR) δ �S+12(t) + ig1s∗2δ �A1(t) + ig1α1δ �S+2 (t)−

−ig2α∗2δ �S−1 (t)− ig2s1δ �A�2(t) + �F ��S12(t) , (4.139)

dδ �A1(t)

dt
= −γ1

2
δ �A1(t)− ig1δ �S−1 (t) + �F �A1

(t) , (4.140)

dδ �A�1(t)
dt

= −γ1
2
δ �A�1(t) + ig1δ �S

+
1 (t) + �F ��A1(t) , (4.141)

dδ �A2(t)

dt
= −γ2

2
δ �A2(t)− ig2δ �S−2 (t) + �F �A2

(t) , (4.142)

dδ �A�2(t)
dt

= −γ2
2
δ �A�2(t) + ig2δ �S

+
2 (t) + �F ��A2(t) . (4.143)

O sistema de equaç�oes anterior pode ser escrito de maneira simpliÞcada
introduzindo o operador vetor de ßutuaç�ao δ�Z(t), deÞnido da forma seguinte

δ�Z(t) ≡
³
δ �W1(t), δ �W2(t), δ �S

−
1 (t), δ �S

+
1 (t), δ �S

−
2 (t), δ �S

+
2 (t),

δ �S−12(t), δ �S
+
12(t), δ �A1(t), δ �A

�
1(t), δ �A2(t), δ �A

�
2(t)
´T
. (4.144)
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Nesse caso, a din�amica das ßutuaç�oes é descrita pela equaç�ao matricial

dδ�Z(t)

dt
= AS δ�Z(t) + �F(t) , (4.145)

onde, �F(t) é o operador vetor das forças de Langevin

�F(t) =
³
�F �W1
(t), �F �W2

(t), �F �S1(t),
�F ��S1(t),

�F �S2(t),
�F ��S2(t),

�F �S12(t),
�F ��S12(t),

�F �A1
(t), �F ��A1(t),

�F �A2(t),
�F ��A2(t)

´T
, (4.146)

e a matriz AS é composta pelos valores médios das variáveis do sistema no
estado estacionário

AS =



Γ
(1)
1 Γ

(1)
2 2ig1α

∗
1 −2ig1α1

Γ
(2)
1 Γ

(2)
2 ig1α

∗
1 −ig1α1

ig1α1 0 − ¡Γ1+Γ2
2

− i δL1
¢

0
−ig1α∗1 0 0 − ¡Γ1+Γ2

2
+ i δL1

¢
0 ig2α2 0 0
0 −ig2α∗2 0 0
0 0 0 ig2α2
0 0 −ig2α∗2 0
0 0 −ig1 0
0 0 0 ig1
0 0 0 0
0 0 0 0

ig2α
∗
2 −ig2α2 0 0

2ig2α
∗
2 −2ig2α2 0 0

0 0 0 −ig2α2
0 0 ig2α

∗
2 0

− ¡Γ1+Γ2
2

− i δL2
¢

0 −ig1α1 0
0 − ¡Γ1+Γ2

2
+ i δL2

¢
0 ig1α

∗
1

−ig1α∗1 0 −(Γ12 + i δR) 0
0 ig1α1 0 −(Γ12 − i δR)
0 0 0 0
0 0 0 0
−ig2 0 0 0
0 ig2 0 0
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−2ig1s∗1 2ig1s1 −ig2s∗2 ig2s2
−ig1s∗1 ig1s1 −2ig2s∗2 2ig2s2
ig1w1 0 −ig2s∗12 0
0 −ig1w1 0 ig2s12

−ig1s12 0 ig2w2 0
0 ig1s

∗
12 0 −ig2w2

0 −ig1s2 ig2s
∗
1 0

ig1s
∗
2 0 0 −ig2s1

−γ1
2

0 0 0
0 −γ1

2
0 0

0 0 −γ2
2

0
0 0 0 −γ2

2



.

Matriz da densidade espectral do rúõdo

A partir da soluç�ao da equaç�ao diferencial (4.145) é posśõvel realizar o estudo
das ßutuaç�oes do sistema considerando que os operadores de ßutuaç�ao des-
crevem um processo estocástico estacionário. Contudo, em lugar de procurar
a soluç�ao dessa equaç�ao no espaço temporal, o que em geral torna-se um
problema complexo, passaremos ao espaço das freqü�encias onde, por um
lado, a soluç�ao pode ser achada sem muito esforço (detalhe importante), e
por outro lado, podemos deÞnir express�oes de grandezas mensuráveis expe-
rimentalmente.
De maneira que, calculando a transformada de Fourier da Eq.(4.145),

encontramos

−iΩ δ�Z(Ω) = AS δ�Z(Ω) + �F(Ω) , (4.147)

e, por conseguinte

δ�Z(Ω) = −(AS + iΩ 1)
−1 �F(Ω) , (4.148)

onde Ω e 1 s�ao a freqü�encia de análise e a matriz unidade, respectivamente.
Utilizando a express�ao (4.148), a funç�ao de autocorrelaç�ao do operador

vetor de ßutuaç�ao δ�Z(Ω) tem a forma seguinte

hδ�Z(Ω) δ�Z�(Ω0
)i = 2π δ(Ω+ Ω0

)(AS + iΩ 1)
−1.DS.(A

�
S − iΩ 1)−1 ,

(4.149)

onde a matriz de difus�ao do sistema DS é deÞnida pela relaç�ao

h �F(Ω) �F �(Ω
0
)i = 2π DS δ(Ω+ Ω

0
) , (4.150)
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como conseqü�encia da deÞniç�ao (4.75).

Lembrando que a densidade espectral do rúõdo é deÞnida como a trans-
formada de Fourier da funç�ao de autocorrelaç�ao do operador de ßutuaç�ao
ent�ao, utilizando a Eq.(4.149) e os resultados do ap�endice A, encontramos a
seguinte express�ao para a matriz da densidade espectral do rúõdo do sistema

S(Ω) = (AS + iΩ 1)
−1.DS.(A

�
S − iΩ 1)−1 . (4.151)

4.3.2 Matriz de difus�ao do sistema

Notemos que, as forças de Langevin que aparecem nas equaç�oes dos operado-
res de ßutuaç�ao dos campos10 s�ao independentes das forças de Langevin que
agem sobre as variáveis at�omicas e, portanto, a matriz de difus�ao do sistema
é uma matriz diagonal por blocos da forma

DS =

µ
DAt 0
0 DCampos

¶
,

onde 0 é uma matriz estritamente nula e DAt e DCampos s�ao as matrizes de
difus�ao das variáveis at�omicas e dos campos, respectivamente.

Matriz de difus�ao dos campos

Considerando que os feixes lasers prov�em de fontes independentes, a matriz
de difus�ao dos campos DCampos é deÞnida a partir da relaç�ao

h �F �A1(t) �F ��A1(t
0
)i h �F �A1

(t) �F �A1
(t
0
)i

h �F ��A1(t) �F
�
�A1
(t
0
)i h �F ��A1(t) �F �A1

(t
0
)i

0 0
0 0

0 0
0 0

h �F �A2
(t) �F ��A2(t

0
)i h �F �A2(t) �F �A2

(t
0
)i

h �F ��A2(t) �F
�
�A2
(t
0
)i h �F ��A2(t) �F �A2

(t
0
)i

 = DCampos δ(t− t0) ,

10As forças de Langevin dos campos est�ao determinadas pela estat́õstica das respectivas
fontes. Ver, por exemplo, a Eq.(4.107).
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que, levando em consideraç�ao a deÞniç�ao das forças �F �A1
(t) e �F �A2

(t) toma a
forma 

γ1hδ �A1e(t) δ �A�1e(t0)i γ1hδ �A1e(t) δ �A1e(t0)i
γ1hδ �A�1e(t) δ �A�1e(t0)i γ1hδ �A�1e(t) δ �A1e(t0)i

0 0
0 0

0 0
0 0

γ2hδ �A2e(t) δ �A�2e(t0)i γ2hδ �A2e(t) δ �A2e(t0)i
γ2hδ �A�2e(t) δ �A�2e(t0)i γ2hδ �A�2e(t) δ �A2e(t0)i

 = DCampos δ(t− t0) .

Lembrando a deÞniç�ao da matriz de covari�ancia de um campo, apresen-
tada na seç�ao 2.2.1, é posśõvel estabelecer a seguinte relaç�ao com a matriz de
difus�ao do campo

DCampos =

µ
γ1C1e 0
0 γ2C2e

¶
,

onde 0 é uma matriz nula de dimens�ao 4×4 e C1e (C2e) é a matriz de co-
vari�ancia do campo da fonte do laser 1 (2).

No caso em que, por exemplo, ambas fontes emitem um feixe em estado
coerente, a matriz de difus�ao dos campos toma a forma

DCampos =


γ1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 γ2 0
0 0 0 0

 .

Matriz de difus�ao das variáveis at�omicas

Para as variáveis at�omicas, a matriz de difus�ao é determinada a partir da
relaç�ao generalizada de Einstein [29], calculando os valores médios no estado
estacionário, e ela é dada pela express�ao (ver derivaç�ao no ap�endice D)

DAt = −AAt.xAtx
�
At − xAtx�At.A�

At +V.x
�
At + xAt.V

� , (4.152)

onde empregamos as deÞniç�oes introduzidas na seç�ao 4.2.1.
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4.3.3 Flutuaç�oes qu�anticas dos campos

Uma vez deÞnida a matriz de difus�ao do sistema, o que permite calcular
a matriz da densidade espectral do rúõdo (4.151), estamos em condiç�oes de
passar ao estudo das ßutuaç�oes qu�anticas dos campos. Em particular, para
o campo detectado i (i = 1, 2), a funç�ao de autocorrelaç�ao do operador de
ßutuaç�ao da quadratura generalizada δ �Yis, θ(Ω) é (ver seç�ao 2.2.1)

hδ �Yis, θ(Ω) δ �Yis, θ(Ω
0
)i = hδ �Ais(Ω)δ �Ais(Ω

0
)ie−2iθ + hδ �Ais(Ω)δ �A�is(Ω

0
)i+

+ hδ �A�is(Ω)δ �Ais(Ω
0
)i+ hδ �A�is(Ω)δ �A

�
is(Ω

0
)ie2iθ .
(4.153)

A matriz da densidade espectral do rúõdo S(Ω) depende de maneira direta
das variáveis dos campos δ �A1(Ω) e δ �A2(Ω), e n�ao dos campos detectados. Por
esse motivo, para estabelecer a relaç�ao entre a equaç�ao anterior e a matriz
S(Ω), utilizamos as equaç�oes (4.39), (4.43) e (4.140) - (4.143) para eliminar
as variáveis que representam os campos da fonte e obter assim o v́õnculo
entre os campos detectados e aqueles que interagem com os átomos. Como
resultado desse procedimento encontramos as equaç�oes

δ �Ais(Ω) = ζi(Ω) δ
�Ai + i

gi√
γi
δ �S−i (Ω) , (4.154)

δ �A�is(Ω) = ζi(Ω) δ
�A�i − i

gi√
γi
δ �S+i (Ω) , (4.155)

onde i = 1, 2 e o coeÞciente ζi(Ω) é deÞnido da forma seguinte

ζi(Ω) = −
√
γi
2
− i Ω√

γi
. (4.156)

Empregando as relaç�oes (4.154) e (4.155) encontramos, por exemplo, a
seguinte express�ao para a funç�ao de autocorrelaç�ao do bombeio (i = 1) após
interaç�ao com os átomos

hδ �Y
1s, θ(Ω) δ

�Y
1s, θ(Ω

0
)i = 2π δ(Ω+ Ω0

)×

×
n
ζ1(Ω)ζ1(Ω

0
)[S(Ω)]9,9 − iζ1(Ω)g1√

γ1
[S(Ω)]9,3 + i

ζ1(Ω
0
)g1√
γ1

[S(Ω)]3,9 +

+
g21
γ1
[S(Ω)]3,3 + ζ1(Ω)ζ1(Ω

0
)[S(Ω)]10,10 + i

ζ1(Ω)g1√
γ1

[S(Ω)]10,4 −

−iζ1(Ω
0
)g1√
γ1

[S(Ω)]4,10 +
g21
γ1
[S(Ω)]4,4 + 2 <e

h³
ζ1(Ω)ζ1(Ω

0
)[S(Ω)]9,10 +

+i
ζ1(Ω)g1√

γ1
[S(Ω)]9,4 + i

ζ1(Ω
0
)g1√
γ1

[S(Ω)]3,10 − g
2
1

γ1
[S(Ω)]3,4

´
e−2iθ

io
, (4.157)



84 Tratamento Teórico da Transpar�encia Induzida por Laser

a partir da qual a vari�ancia do bombeio é dada pela express�ao:

V1s(Ω, θ) = ζ1(Ω)ζ1(−Ω)[S(Ω)]9,9 − iζ1(Ω)g1√
γ1

[S(Ω)]9,3 +

+i
ζ1(−Ω)g1√

γ1
[S(Ω)]3,9 +

g21
γ1
[S(Ω)]3,3 + ζ1(Ω)ζ1(−Ω)[S(Ω)]10,10 +

+i
ζ1(Ω)g1√

γ1
[S(Ω)]10,4 − iζ1(−Ω)g1√

γ1
[S(Ω)]4,10 +

g21
γ1
[S(Ω)]4,4 +

+2 <e
h³
ζ1(Ω)ζ1(−Ω)[S(Ω)]9,10 + iζ1(Ω)g1√

γ1
[S(Ω)]9,4 +

+i
ζ1(−Ω)g1√

γ1
[S(Ω)]3,10 − g

2
1

γ1
[S(Ω)]3,4

´
e−2iθ

i
.

(4.158)

De maneira análoga, é posśõvel determinar a vari�ancia do campo sonda
(i = 2) detectado. A express�ao correspondente a essa grandeza é da forma
seguinte

V2s(Ω,φ) = ζ2(Ω)ζ2(−Ω)[S(Ω)]11,11 − iζ2(Ω)g2√
γ2

[S(Ω)]11,5 +

+i
ζ2(−Ω)g2√

γ2
[S(Ω)]5,11 +

g22
γ2
[S(Ω)]5,5 + ζ2(Ω)ζ2(−Ω)[S(Ω)]12,12 +

+i
ζ2(Ω)g2√

γ2
[S(Ω)]12,6 − iζ2(−Ω)g2√

γ2
[S(Ω)]6,12 +

g22
γ2
[S(Ω)]6,6 +

+2 <e
h³
ζ2(Ω)ζ2(−Ω)[S(Ω)]11,12 + iζ2(Ω)g2√

γ2
[S(Ω)]11,6 +

+i
ζ2(−Ω)g2√

γ2
[S(Ω)]5,12 − g

2
2

γ2
[S(Ω)]5,6

´
e−2iφ

i
.

(4.159)

Covari�ancia e coeÞciente de correlaç�ao

Outra grandeza de interesse que é conveniente deÞnir é a covari�ancia entre os
campos sonda e de bombeio. Como já sabemos, na condiç�ao de transpar�encia
induzida existe um equiĺõbrio din�amico baseado na troca de fótons entre
os campos via um processo Raman, que n�ao afeta as intensidades médias
dos mesmos. Contudo, é de esperar-se que as propriedades estat́õsticas dos
campos sejam senśõveis a essa troca de fótons e, em particular, que esse
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processo seja a origem de uma posśõvel correlaç�ao entre os feixes sonda e de
bombeio.
Introduzindo a funç�ao de correlaç�ao hδ �Y

1s, θ(Ω) δ
�Y
2s,φ(Ω

0
)i e utilizando

um procedimento análogo ao empregado na derivaç�ao das relaç�oes (4.158)
e (4.159), encontramos a seguinte funç�ao que determina a covari�ancia dos
campos

V12s(Ω, θ,φ) =
n
ζ1(Ω)ζ2(−Ω)[S(Ω)]9,11 − iζ1(Ω)g2√

γ2
[S(Ω)]9,5 +

+i
ζ2(−Ω)g1√

γ1
[S(Ω)]3,11 +

g1g2√
γ1γ2

[S(Ω)]3,5

o
e−i(θ−φ) +

+
n
ζ1(Ω)ζ2(−Ω)[S(Ω)]10,12 + iζ1(Ω)g2√

γ2
[S(Ω)]10,6 − iζ2(−Ω)g1√

γ1
[S(Ω)]4,12 +

+
g1g2√
γ1γ2

[S(Ω)]4,6

o
ei(θ−φ) +

+
n
ζ1(Ω)ζ2(−Ω)[S(Ω)]9,12 + iζ1(Ω)g2√

γ2
[S(Ω)]9,6 + i

ζ2(−Ω)g1√
γ1

[S(Ω)]3,12 −

− g1g2√
γ1γ2

[S(Ω)]3,6

o
e−i(θ+φ) +

+
n
ζ1(Ω)ζ2(−Ω)[S(Ω)]10,11 − iζ1(Ω)g2√

γ2
[S(Ω)]10,5 − iζ2(−Ω)g1√

γ1
[S(Ω)]4,11 −

− g1g2√
γ1γ2

[S(Ω)]4,5

o
ei(θ+φ) ,

(4.160)

e que permite calcular o coeÞciente que deÞne o grau de correlaç�ao entre os
feixes sonda e de bombeio

cθ,φ(Ω) ≡ V12s(Ω, θ,φ)p
V1s(Ω, θ)V2s(Ω,φ)

, (4.161)

cujos valores est�ao limitados ao intervalo [−1; 1].
Finalmente, os primeiros resultados da formulaç�ao teórica das ßutuaç�oes

qu�anticas dos campos s�ao apresentados na Fig. 4.13, que mostra a depend�encia
do rúõdo dos feixes sonda e de bombeio com a dessintonia do sonda δL2, cal-
culada a partir das Eqs.(4.158) e (4.159).
Para obter o resultado apresentado na Fig. 4.13, foram empregados os va-

lores dos par�ametros11 que aparecem na Tab. 4.1 e as intensidades dos feixes

11Ser�ao utilizados os mesmos valores nos restantes resultados teóricos que ser�ao apre-
sentados.
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Figura 4.13: Flutuaç�oes qu�anticas da quadratura da amplitude dos feixes
sonda V2s(Ω,φ = 0) e de bombeio V1s(Ω, θ = 0) na condiç�ao de transpar�encia
mostrada na Fig. 4.12(a), para uma freqü�encia de análise Ω = Γ/6 =
6, 28 MHz. O rúõdo foi normalizado ao shot noise (0 dB).

sonda e de bombeio, considerados inicialmente em estado coerente, foram
tomadas iguais a 2,80mW/cm2 (α2 = 240) e 3, 89×10−1 mW/cm2 (α1 = 89),
respectivamente.
O primeiro fato interessante que pode ser constatado a partir da Fig. 4.13

é a exist�encia de excesso de rúõdo em ambos feixes para uma dessintonia
nula do sonda e um comportamento que corresponde a um estado coerente
para δL2 6= 0. Para dessintonias do sonda muito diferentes de zero o com-
portamento das ßutuaç�oes é um tanto, digamos, �evidente� pois, quando a
freqü�encia do feixe (sonda ou bombeio) é diferente da freqü�encia da transiç�ao
at�omica à qual ele está acoplado, o meio at�omico n�ao absorve sua energia
(os fótons), ou em outras palavras, os átomos n�ao interagem com o feixe e,
por conseguinte, tanto a intensidade média do feixe como suas propriedades
estat́õsticas permanecem inalteradas.
Quando a dessintonia δL2 é próxima de zero, existe uma absorç�ao n�ao

nula dos feixes, o que pode ser comprovado a partir das curvas da suscepti-
bilidade apresentadas anteriormente. No entanto, por causa dessa absorç�ao
diferente de zero, há uma probabilidade n�ao nula de encontrar o átomo no
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estado excitado e, portanto, existe também uma possibilidade concreta de
emiss�ao espont�anea por parte do meio at�omico. Sendo a emiss�ao espont�anea
um processo completamente aleatório, a intensidade do feixe é alterada de
maneira aleatória, dando origem a uma estat́õstica poissoniana da distribuiç�ao
do número de fótons, que manifesta-se através de uma vari�ancia da quadra-
tura da amplitude igual à unidade (0 dB).
Já o excesso de rúõdo observado da quadratura amplitude é algo real-

mente menos evidente pela seguinte raz�ao. Tudo bem que na condiç�ao de
transpar�encia induzida a estat́õstica dos feixes seja alterada, aÞnal esse es-
tado corresponde a uma situaç�ao de equiĺõbrio din�amico, mantido pela troca
de fótons entre os feixes sonda e de bombeio. Mesmo assim, se essa troca
de fótons se realizasse de forma aleatória, a intensidade dos feixes variaria
também de forma aleatória, e por conseguinte, n�ao seria posśõvel observar
o excesso de rúõdo mostrado na Fig. 4.13 para δL2 = 0 ! Isto indica que o
processo de troca de fótons entre os campos é de uma natureza complexa,
onde os átomos participam de maneira ativa distribuindo os fótons entre os
feixes de forma coerente e até criando uma posśõvel correlaç�ao entre eles, in-
existente antes da interaç�ao com o meio at�omico, pois cada feixe possui sua
própria fonte.
De fato, a única forma em que as intensidades médias dos feixes sonda e

de bombeio, na condiç�ao de transpar�encia induzida, permanecem inalteradas
é considerando que, ao mesmo tempo (em média) que um átomo participa de
um processo Raman no qual um fóton é transferido do sonda para o bombeio,
existe outro átomo que realiza o processo contrário, isto é, transfere um fóton
do bombeio para o feixe sonda, via outra transiç�ao Raman. Essa imagem
f́õsica indica que o meio at�omico age como um correlacionador para os feixes
sonda e de bombeio, na situaç�ao em que existe uma transpar�encia induzida
no meio, e a Fig. 4.14 mostra esse papel dos átomos.
Na Fig. 4.14 observamos uma correlaç�ao discreta entre os feixes, que deve-

se à diferença entre os valores das intensidades dos mesmos, 2,80 mW/cm2

para o sonda, e 3, 89 × 10−1 mW/cm2 para o bombeio. Outro detalhe im-
portante a ressaltar é que, para a dessintonia do sonda δL2 diferente de zero,
a correlaç�ao é completamente nula, os feixes s�ao totalmente independentes
fora da condiç�ao de transpar�encia.

Comportamento biestável do campo de bombeio

Para tentar entender melhor o comportamento das ßutuaç�oes dos campos,
analisemos por exemplo a curva de biestabilidade do feixe de bombeio, apre-
sentada na Fig. 4.15.
Na Fig. 4.15, o ćõrculo inferior sinaliza o valor do bombeio (α1 = 89) cor-
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Figura 4.14: Correlaç�ao entre as quadraturas da amplitude dos feixes sonda
e de bombeio cθ=0,φ=0(Ω = Γ/6), correspondente à situaç�ao mostrada na
Fig. 4.13.

respondente à intensidade utilizada para obter as curvas das Figs. 4.13 e 4.14.
Como pode ser apreciado na Fig. 4.15, esse valor da amplitude do campo de
bombeio encontra-se em uma das fronteiras da regi�ao de biestabilidade do
campo, o que signiÞca que, para o valor da intensidade da fonte do bombeio
existem dois posśõveis valores da intensidade do campo em interaç�ao com os
átomos.
A fonte do bombeio emite um feixe de intensidade única, no entanto,

após a interaç�ao com o meio at�omico, é posśõvel detectar dois valores para
a intensidade do bombeio, na regi�ao de biestabilidade, que correspondem à
soluç�ao da equaç�ao do valor médio (4.124), onde vemos que os átomos através
da polarizaç�ao s1, também agem como fonte para o valor médio da amplitude
α1 no estado estacionário.
Se a exist�encia dessas duas soluç�oes, cuja diferença em amplitude é apro-

ximadamente igual a 120, está relacionada com o excesso de rúõdo observado,
ent�ao, seria posśõvel ampliÞcar esse efeito incrementando a diferença entre os
dois posśõveis valores da amplitude α1. Na Fig. 4.16 é mostrada a curva de
biestabilidade do bombeio para uma intensidade maior da fonte, correspon-
dente à curva de absorç�ao da Fig. 4.12(b).
Do ponto de vista da localizaç�ao das posśõveis soluç�oes para a ampli-

tude média do bombeio α1, a Fig. 4.16 corresponde a uma situaç�ao similar
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Figura 4.15: Curva de biestabilidade do bombeio para uma intensidade Þxa
do sonda: 2,80 mW/cm2 (α2 = 240). Os ćõrculos apontam os dois posśõveis
valores de α1 correspondentes a uma dada intensidade da fonte do bombeio.

à apresentada na Fig. 4.15. O ćõrculo inferior assinala a soluç�ao empregada
na obtenç�ao da Fig. 4.12(b), α1 = 447, equivalente a uma intensidade do
bombeio I1 = 9, 73 mW/cm2. Agora a diferença entre os dois valores que
pode tomar a amplitude do bombeio é aproximadamente igual a 550, prati-
camente 5 vezes a diferença mostrada na Fig. 4.15.
Voltemos agora para as ßutuaç�oes dos campos. Na Fig. 4.17 s�ao apre-

sentadas as curvas do rúõdo qu�antico da quadratura da amplitude dos feixes
sonda e de bombeio, assim como também a respectiva correlaç�ao, para as
intensidades do sonda e do bombeio iguais a 2,80 mW/cm2 (α2 = 240) e 9,73
mW/cm2 (α1 = 447), respectivamente.
Diferentemente das Figs. 4.13 e 4.14, o excesso de rúõdo do feixe de

bombeio passou de aproximadamente 0,18 dB para 3,4 dB, e a correlaç�ao de
um valor discreto de 0,09 (9 %), incrementou-se até 0,35 (35 %).
Tudo parece indicar que, em determinadas condiç�oes, o regime biestável é

a causa do excesso de rúõdo da quadratura amplitude observado nas Figs. 4.13
e 4.17, o que é verdade a menos de um pequeno detalhe: a biestabilidade é
uma conseqü�encia da coer�encia s12 entre os estados fundamentais at�omicos
e, por conseguinte, é essa última a grande responsável pelo comportamento
das ßutuaç�oes dos campos, e da correlaç�ao entre eles.
Os primeiros trabalhos teóricos direcionados ao estudo das ßutuaç�oes dos
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Figura 4.16: Curva de biestabilidade do bombeio para uma intensidade maior
da fonte. Intensidade do sonda: 2,80 mW/cm2 (α2 = 240). Novamente, os
ćõrculos apontam os dois posśõveis valores da amplitude média do bombeio
α1.

campos foram realizados por Agarwal [39] e Jain [40]. Agarwal investigou
as propriedades estat́õsticas de dois campos quantizados, gerados por átomos
de tr�es ńõveis na conÞguraç�ao Λ, na situaç�ao de aprisionamento coerente de
populaç�ao. Jain estendeu o trabalho de Agarwal e encontrou uma correlaç�ao
no excesso de rúõdo dos campos.
Apesar de prever a exist�encia de uma estat́õstica de fótons acoplada entre

os campos quantizados, o trabalho de Agarwal apresenta alguns problemas.
Em primeiro lugar, existem 4 campos envolvidos no tratamento: dois campos
clássicos e dois campos quantizados. Ele considera que os campos clássicos
(campos de ßutuaç�ao nula) s�ao os responsáveis pelo estado estacionário que
corresponde à situaç�ao de aprisionamento coerente de populaç�ao. Essa con-
sideraç�ao está errada, pois as ßutuaç�oes dos campos que criam a coer�encia
no meio at�omico s�ao modiÞcadas porque o estado estacionário é um estado
de equiĺõbrio din�amico, no qual existe uma troca constante de fótons entre
os campos.
Em segundo lugar, os campos tratados quanticamente s�ao considerados

independentes dos campos clássicos, e aÞrma-se que a estat́õstica dos mesmos
só é alterada quando as dessintonias desses campos quantizados s�ao iguais,
mesmo sendo diferentes de zero. Essa aÞrmaç�ao n�ao é totalmente certa já que
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Figura 4.17: Flutuaç�oes qu�anticas e correlaç�ao das quadraturas da ampli-
tude. Intensidade do sonda: 2,80 mW/cm2, intensidade do bombeio: 9,73
mW/cm2. Ω = Γ/6.

o efeito coerente que existe no meio at�omico manifesta-se unicamente quando
a dessintonia Raman δR é nula. Fora da resson�ancia, os campos devem ter
uma distribuiç�ao poissoniana do número de fótons, causada pela absorç�ao do
meio at�omico, que também destroi qualquer correlaç�ao de intensidade que
possa existir em outras condiç�oes.

Para Þnalizar a seç�ao, a Fig. 4.18 mostra a depend�encia da correlaç�ao
e das ßutuaç�oes qu�anticas da quadratura amplitude dos feixes sonda e de
bombeio com a intensidade deste último, para δL2 = 0. Como pode ser
observado nesta Þgura, à medida que aumenta a intensidade do bombeio o
rúõdo de cada um dos feixes aumenta, o que pode ser explicado a partir da
curva de biestabilidade da cada campo como foi feito anteriormente12.

Contudo, as ßutuaç�oes do feixe sonda aumentam até um determinado
valor e logo começam a diminuir. Esse comportamento pode ser explicado
lembrando que o incremento da intensidade do bombeio provoca a separaç�ao
dos picos de absorç�ao do sonda, conduzindo à formaç�ao do dubleto Autler-
Townes. Nessa situaç�ao, quando os picos est�ao bem separados, a freqü�encia

12O regime biestável será estudado profundamente na tese de J. G. Aguirre.
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Figura 4.18: Rúõdo e correlaç�ao das quadraturas da amplitude do sonda
(ćõrculo aberto) e do bombeio (quadrado aberto) versus intensidade do
bombeio para uma dessintonia nula do sonda δL2 = 0 e freqü�encia de análise
Ω = Γ/6. (Linhas sólidas utilizadas para mostrar o comportamento.)

de absorç�ao do sonda n�ao corresponde mais ao valor δL2 = 0 e, por con-
seguinte, a estat́õstica do sonda após atravessar o meio at�omico, deve coincidir
com a estat́õstica que ele tinha antes de interagir com os átomos, no caso,
a vari�ancia correspondente a um estado coerente. Por essa mesma raz�ao,
o rúõdo do feixe de bombeio experimenta uma saturaç�ao, a partir da qual
começa a diminuir conforme a intensidade do bombeio é incrementada.
No que se refere à correlaç�ao entre as quadraturas da amplitude dos feixe,

ela aumenta até que o valor da intensidade do bombeio coincide com o valor
da intensidade do sonda, situaç�ao na qual ela é máxima. Um incremento
posterior da intensidade do bombeio e, portanto, um aumento da diferença
entre esta e a intensidade do sonda, leva a uma diminuiç�ao da correlaç�ao
entre os campos.

4.3.4 Correlaç�ao entre os feixes sonda e de bombeio

Tendo mostrado que existe correlaç�ao entre as quadraturas da amplitude dos
feixes sonda e de bombeio na condiç�ao de transpar�encia δL2 = 0, só resta
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saber qual o caráter da mesma. Concretamente, procuremos a resposta à
pergunta: a correlaç�ao entre os feixes sonda e de bombeio na condiç�ao de
transpar�encia induzida, é ela qu�antica ou clássica?

Pensando que na situaç�ao de transpar�encia induzida os feixes n�ao s�ao
absorvidos e, portanto, quando a freqü�encia do sonda é varrida passando
pelo valor δL2 = 0, para o qual ambas intensidades aumentam, podeŕõamos
chegar à conclus�ao de que a correlaç�ao observada é de natureza clássica, pois
esse comportamento claramente pode ser observado em sistemas clássicos,
tais como nosso modelo de massas e molas, apresentado na seç�ao 3.2.

Por outro lado, quando se analisa o comportamento das ßutuaç�oes dos
campos, e n�ao aquele de seus valores médios, a resposta pode ser bem dife-
rente.

Para começar a procura pela resposta da quest�ao formulada no primeiro
parágrafo desta seç�ao, na Fig. 4.19 apresentamos o comportamento das ßu-
tuaç�oes qu�anticas das quadraturas da amplitude e da fase para cada um dos
feixes.

Figura 4.19: Flutuaç�oes qu�anticas das quadraturas da amplitude e da fase
dos feixes sonda e de bombeio, tomados com iguais intensidades, I1 = I2 =
2, 80 mW/cm2. Freqü�encia de análise Ω igual a Γ/6.
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As ßutuaç�oes da quadratura da fase, até aqui ignorada por nós, eviden-
ciam uma reduç�ao signiÞcativa do rúõdo (∼2,0 dB) precisamente ali onde
ele é máximo (∼2,3 dB) para a quadratura da amplitude. Por seu lado, a
Fig. 4.20 mostra a exist�encia de uma correlaç�ao entre a quadratura da fase do
bombeio �Y1s,π/2(Ω), e �menos� a quadratura da fase do sonda, −�Y2s,π/2(Ω).

Figura 4.20: Correlaç�ao entre as quadraturas da amplitude cθ=0,φ=0(Ω = Γ/6)
e da fase cθ=π/2,φ=π/2(Ω = Γ/6) de cada campo para a situaç�ao correspondente
à Fig. 4.19.

A compress�ao de rúõdo na quadratura da fase é um resultado até certo
ponto inesperado, após observarmos primeiramente o excesso de rúõdo na
quadratura da amplitude. Baseados no conceito de estado comprimido,
podeŕõamos ser induzidos a pensar que o rúõdo da quadratura da fase de-
veria corresponder a um estado comprimido. Errado!

Se a quadratura da amplitude apresentasse compress�ao de rúõdo, ent�ao
necessariamente a quadratura da fase deveria estar com excesso. O contrário
n�ao é certo. Quando a quadratura da amplitude apresenta excesso de rúõdo,
a quadratura da fase pode ter, por exemplo, rúõdo padr�ao [standard quantum
limited (SQL) noise], ou até pode também apresentar excesso de rúõdo. Estas
duas últimas situaç�oes obedecem o prinćõpio de incerteza de Heisenberg e,
portanto, s�ao permitidas.
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A exist�encia de compress�ao de rúõdo de fase na condiç�ao de transpar�encia
induzida foi estudada por Fleischhauer e colaboradores [41]. Eles estudaram
o rúõdo de fase de campos quantizados gerados pelo meio at�omico formado
por átomos de tr�es ńõveis no interior de uma cavidade. No entanto, os campos
responsáveis pelo fen�omeno da transpar�encia induzida s�ao tratados classica-
mente, o que impossibilita analisar a inßu�encia das ßutuaç�oes desses cam-
pos sobre os campos quantizados gerados pelos átomos. No que se refere à
correlaç�ao, Fleischhauer [42] prev�e correlaç�ao de fase de alta freqü�encia na
situaç�ao de transpar�encia induzida para dois campos propagantes tratados
semi-classicamente.
Resumindo os resultados apresentados nas Figs. 4.19 e 4.20, nós temos

que na condiç�ao de transpar�encia induzida existe a seguinte correlaç�ao entre
as quadraturas dos campos:

�Y1s,0(Ω)←→ �Y2s,0(Ω) , (4.162)

�Y1s,π/2(Ω)←→ − �Y2s,π/2(Ω) . (4.163)

O paradoxo EPR

A quest�ao sobre o caráter qu�antico de uma correlaç�ao entre dois sistemas
f́õsicos tem sua origem no famoso paradoxo de Einstein, Podolsky e Rosen [43],
fundamentado no seguinte critério de realidade f́õsica formulado por esses
autores:
�If, without in any way disturbing a system, we can predict with cer-

tainty (i.e., with probability equal to unity) the value of a physical quantity,
then there exists an element of physical reality corresponding to this physical
quantity�.
Examinemos o seguinte exemplo para ilustrar o paradoxo. Suponhamos

que um sistema f́õsico seja composto por duas part́õculas espacialmente sepa-
radas e perfeitamente correlacionadas, caracterizadas pelas coordenadas �x1 e
�x2, e seus respectivos momentos �p1 e �p2. Dada a correlaç�ao perfeita entre as
part́õculas, mediante uma medida em um estado qu�antico dado, digamos, da
posiç�ao da part́õcula 2, podemos predizer com certeza o valor correspondente
à posiç�ao da part́õcula 1 sem perturbá-la, assumindo que n�ao existe aç�ao à
dist�ancia. Agora, se em lugar de medir a posiç�ao tivéssemos medido o mo-
mento da part́õcula 2, ent�ao podeŕõamos no mesmo estado qu�antico, predizer
com certeza o valor do momento da part́õcula 1. Porém, como os operadores
�x1 e �p1 n�ao comutam, ent�ao estaŕõamos atribuindo valores precisos a duas
grandezas que n�ao possuem uma realidade f́õsica simult�anea, pois elas n�ao
s�ao mensuráveis simultaneamente.
A ess�encia do paradoxo, e a aparente contradiç�ao com a mec�anica qu�antica,
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está em que as part́õculas foram consideradas, cada uma, como um subsis-
tema f́õsico constituinte de um sistema ainda maior quando, na realidade, as
duas part́õculas s�ao um único sistema f́õsico, ou em outras palavras, elas s�ao
inseparáveis.
Baseado no trabalho de Einstein, Podolsky e Rosen, J. S. Bell formulou

uma teoria, denominada teoria de variáveis ocultas [44, 45, 46], cujo resultado
principal foi a derivaç�ao de uma desigualdade que permite determinar se uma
dada correlaç�ao é de natureza clássica ou qu�antica. De fato, ele estabeleceu
um critério prático, aplicável em determinadas condiç�oes, especiÞcamente,
quando o sistema estudado é caracterizado por variáveis dicot�omicas, ou
seja, discretas.
Na literatura podemos encontrar várias desigualdades do tipo Bell deri-

vadas para sistemas espećõÞcos, que t�em possibilitado o estudo experimental
de correlaç�oes nos mais diversos sistemas f́õsicos [47]. Em particular, a ótica
qu�antica tem possibilitado a comprovaç�ao experimental das desigualdades de
Bell e suas implicaç�oes, sendo o primeiro trabalho experimental realizado por
Freedman e Clauser [48]. Aspect e colaboradores [49] também apresetaram
outro trabalho pioneiro nesse tipo de pesquisa. Esses autores estudaram a
correlaç�ao de polarizaç�ao entre um par de fótons gerados pelo decaimento
radiativo do estado excitado de átomos de cálcio, Ca. Outro trabalho impor-
tante, no mesmo sentido, foi o estudo da correlaç�ao, também de polarizaç�ao
entre um par de fótons, desta vez gerados por convers�ao paramétrica. Esse
trabalho foi realizado por Ou e Mandel [50].
Além da comprovaç�ao da desigualdade de Bell, os trabalhos anteriores [51]

t�em outro ponto em comum, n�ao menos relevante. Eles foram realizados
em um regime denominado de contagem de fótons, o que signiÞca que as
intensidades utilizadas s�ao extremamente pequenas.
Ao mesmo tempo que a desigualdade de Bell é útil para caracterizar a

correlaç�ao em sistemas descritos por variáveis dicot�omicas, ela resulta direta-
mente inaplicável no caso de variáveis cont́õnuas. Por essa raz�ao, esse critério
n�ao é muito apropriado para a análise da correlaç�ao mostrada nos resultados
anteriores.
Dessa forma, é preciso recorrer a outros critérios que possibilitem discernir

a natureza de uma correlaç�ao entre variáveis cont́õnuas e macroscópicas, como
é o caso das quadraturas de nossos feixes. É assim que chegamos ao critério
das vari�ancias inferidas.

Vari�ancias inferidas

As experi�encias realizadas para testar a desigualdade de Bell e, portanto,
para comprovar a incompleteza da mec�anica qu�antica segundo EPR, uti-
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lizam sistemas cuja descripç�ao é dada em termos de variáveis discretas, o
que representa uma certa modiÞcaç�ao do problema originalmente formulado
por Einstein, Podolsky e Rosen, expressado em termos da posiç�ao e do mo-
mento de uma part́õcula que, como sabemos, s�ao grandezas que variam de
maneira cont́õnua.
Nesse sentido, o critério das vari�ancias inferidas [52], expressado em ter-

mos das variáveis de quadratura do campo, permite uma formulaç�ao comple-
tamente equivalente ao problema que dá origem ao paradoxo EPR, pois os
operadores das quadraturas da fase �Yπ/2(t) e da amplitude �Y0(t) representam
grandezas cont́õnuas canonicamente conjugadas, tais como a posiç�ao �x e o
momento �p de uma part́õcula qu�antica.
Uma das primeiras comprovaç�oes experimentais da exist�encia de uma cor-

relaç�ao qu�antica entre dois feixes macroscópicos supostos inicialmente �inde-
pendentes�, utilizando o critério das vari�ancias inferidas, foi reportada pelo
grupo do Prof. Kimble [53], empregando a ampliÞcaç�ao paramétrica em
cristais caracterizados por uma n�ao linearidade ótica do tipo χ(2). O es-
quema experimental é baseado na detecç�ao homodina, que permite o acesso
às ßutuaç�oes qu�anticas das quadraturas de um campo.
De que forma é implementado o critério das vari�ancias inferidas?
A resposta a essa quest�ao, no nosso caso particular, é a seguinte. Como

sabemos, a partir dos resultados apresentados nas Figs. 4.19 e 4.20, existe
uma correlaç�ao, cuja natureza determinaremos a seguir, entre a quadratura
da amplitude do sonda �Y2s,0(t) e a quadratura da amplitude do bombeio
�Y1s,0(t); e entre a quadratura da fase do bombeio �Y1s,π/2(t) e a quadratura

da fase do sonda - �Y2s,π/2(t). A exist�encia de tal correlaç�ao permite inferir o
valor médio da quadratura da amplitude do sonda, por exemplo, a partir de
uma medida do valor médio da quadratura da amplitude do bombeio. Por
seu lado, o valor médio da quadratura da fase do sonda pode ser inferido
realizando uma medida sobre a quadratura da fase do bombeio. O erro
cometido na infer�encia desses valores, ou a precis�ao com a qual pode ser
atribuido um valor às quadraturas do sonda, é quantiÞcado pelas vari�ancias
inferidas, deÞnidas pelas express�oes seguintes:

V inf2,0 (t) = ∆
2
infY2,0(t) ≡ h

³
�Y
0
2s,0(t)− η0 �Y

0
1s,0(t)

´2
i , (4.164)

V inf2,π/2(t) = ∆
2
infY2,π/2(t) ≡ h

³
�Y
0
2s,π/2(t) + ηπ/2 �Y

0
1s,π/2(t)

´2
i , (4.165)

onde, através dos par�ametros η0 e ηπ/2, levamos em consideraç�ao que a cor-
relaç�ao entre as respectivas quadraturas pode n�ao ser perfeita e, por outro
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lado, o próprio processo de mediç�ao pode introduzir erros na infer�encia.
De fato, esses par�ametros, cujos valores podem ser escolhidos livremente,
caracterizam o que seria um �estimador� linear para os valores médios das
grandezas �Y

0
2s,0(t) e �Y

0
2s,π/2(t) [54], deÞnidas pelas relaç�oes

�Y
0
is,0(t) =

�Yis,0(t)− h�Yis,0(t)i , (4.166)

�Y
0
is,π/2(t) =

�Yis,π/2(t)− h �Yis,π/2(t)i , (4.167)

com i = 1, 2.
Substituindo as relaç�oes (4.166) e (4.167) nas Eqs.(4.164) e (4.165), pode-

mos reescrever as vari�ancias inferidas em termos das vari�ancias de cada
campo [Eqs.(4.158) e (4.159)] e da covari�ancia [Eq.(4.160)] entre eles

∆2infY2,0(Ω) = V2s(Ω, 0) + η
2
0 V1s(Ω, 0)− 2η0 V12s(Ω, 0, 0) , (4.168)

∆2infY2,π/2(Ω) = V2s(Ω,π/2) + η
2
π/2 V1s(Ω,π/2) + 2ηπ/2 V12s(Ω, π/2, π/2) ,

(4.169)

onde passamos ao espaço das freqü�encias para realizar a análise espectral
dessas grandezas.
O critério empregado para a escolha dos par�ametros η0 e ηπ/2 está baseado

no fato seguinte. No caso de uma correlaç�ao perfeita, as vari�ancias inferi-
das s�ao nulas. Por essa raz�ao, os valores de η0 e ηπ/2 s�ao escolhidos com a
intenç�ao de minimizar as relaç�oes (4.168) e (4.169). Essas vari�ancias inferi-
das mṍnimas, obtidas utilizando o conceito de otimizaç�ao de uma grandeza
qualquer, s�ao dadas pelas equaç�oes seguintes

[∆2
infY2,0(Ω)]mṍn = V2s(Ω, 0)−

V 212s(Ω, 0, 0)

V1s(Ω, 0)
, (4.170)

[∆2infY2,π/2(Ω)]mṍn = V2s(Ω,π/2)−
V 212s(Ω, π/2,π/2)

V1s(Ω, π/2)
. (4.171)

Finalmente, utilizando as Eqs.(4.170) e (4.171), o critério que nos permite
determinar se a correlaç�ao entre os feixes sonda e de bombeio é clássica ou
qu�antica é o seguinte:
Se:

[∆2infY2,0(Ω)]mṍn[∆
2
infY2,π/2(Ω)]mṍn < 1 , (4.172)
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ent�ao a correlaç�ao entre os feixes sonda e de bombeio, na condiç�ao de trans-
par�encia induzida, é de natureza qu�antica.

À primeira vista, a Eq.(4.172) pode parecer uma violaç�ao da desigualdade
de Heisenberg pois, ela é formulada a partir do produto de duas grandezas
canonicamente conjugadas. Essa confus�ao aparente desaparece se notamos
que as vari�ancias inferidas do feixe sonda s�ao calculadas em um estado condi-
cional e, por conseguinte, ela é diferente da vari�ancia calculada sobre uma
distribuiç�ao incondicional de suas quadraturas, como seria no caso de uma
desigualdade de Heisenberg.

A aplicaç�ao do critério anterior é apresentada em forma de resultado
gráÞco na Fig. 4.21, onde mostramos o produto das vari�ancias inferidas
mṍnimas do sonda, como funç�ao da dessintonia desse feixe.

Figura 4.21: Produto das vari�ancias inferidas do feixe sonda para uma fre-
qü�encia de análise Ω = Γ/6. A correspondente correlaç�ao entre as quadra-
turas é mostrada na Fig. 4.20.

Como podemos apreciar na Fig. 4.21, fora da resson�ancia (δL2 = 0), o
produto das vari�ancias inferidas é igual à unidade. Essa igualdade à unidade
está justiÞcada pelo fato de que o estado dos feixes sonda e de bombeio antes
da interaç�ao com o meio at�omico é coerente e eles n�ao est�ao correlacionados.

Já para a condiç�ao de resson�ancia δL2 = 0 que, como sabemos, co-
rresponde à situaç�ao de transpar�encia induzida, o caráter da correlaç�ao sonda-
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bombeio é bem diferente, pois a desigualdade (4.172) é aproximadamente
40% satisfeita.
A implementaç�ao experimental do critério das vari�ancias inferidas é dis-

cutida na seç�ao 5.3. O esquema proposto permite o acesso às ßutuaç�oes
qu�anticas das quadraturas dos feixes sonda e de bombeio, e está fundamen-
tado no uso da detecç�ao homodina. A experi�encia proposta dá um sen-
tido prático ao critério das vari�ancias inferidas, ressaltando a import�ancia do
mesmo na caracterizaç�ao da correlaç�ao entre feixes macroscópicos.
Para uma melhor compreens�ao do resultado mostrado na Fig. 4.21, analise-

mos o seguinte teorema sobre a inseparabilidade em um sistema de variáveis
cont́õnuas.

Critério de Duan-Giedke-Cirac-Zoller

Recentemente, Duan e colaboradores publicaram um critério de inseparabili-
dade para sistemas descritos por variáveis cont́õnuas [55], formulado como teo-
rema e que apresentaremos a seguir brevemente, começando pela deÞniç�ao13

de um estado separável.
DeÞniç�ao 1. Um estado qu�antico ρ de dois modos 1 e 2 é separável se,

e só se, ele pode ser expressado na forma:

ρ =
X
i

pi ρi =
X
i

pi ρ
1
i ⊗ ρ2i , (4.173)

onde ρ1i e ρ
2
i s�ao estados normalizados dos modos 1 e 2, respectivamente, e

as probabilidades pi obedecem às relaç�oes: pi ≥ 0,
P

i pi = 1. 2
A próxima deÞniç�ao está relacionada com os operadores EPR. Para os

operadores x1, x2, p1 e p2, cujas relaç�oes de comutaç�ao ser�ao dadas a seguir,
temos a seguinte deÞniç�ao de par de operadores EPR.
DeÞniç�ao 2. Dois operadores �u e �v, dados pelas relaç�oes

�u = |a|�x1 + 1
a
�x2 , (4.174)

�v = |a|�p1 − 1
a
�p2 , (4.175)

onde a é um número real arbitrário diferente de zero, deÞnem um par de
operadores EPR. 2
A segunda deÞniç�ao está associada ao fato de que um estado qu�antico

completamente inseparável ou totalmente emaranhado pode ser expressado
como um autoestado comum dos operadores �x1 + �x2 e �p1 − �p2, utilizados na
13O śõmbolo 2 será empregado para indicar o Þm de uma deÞniç�ao ou teorema.
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formulaç�ao do paradoxo EPR [43]. Por outro lado, a vari�ancia de um par de
operadores EPR, calculada em um autoestado comum dos mesmos, é nula.
Teorema 1. Suponhamos que os operadores �xj e �pj (j = 1, 2) da

deÞniç�ao 2 satisfazem a relaç�ao de comutaç�ao:

[�xj , �pj0 ] = 2 i δjj0 . (4.176)

Se ρ é um estado qu�antico qualquer separável, ent�ao a vari�ancia total do par
de operadores EPR (4.174) e (4.175) satisfaz a desigualdade

h(∆�u)2iρ + h(∆�v)2iρ ≥ 2 (a2 + 1

a2
) . (4.177)

Demonstraç�ao. A vari�ancia do operador �u no estado ρ é dada pela
express�ao

h(∆�u)2iρ =
X
i

pih(∆�u)2iρi . (4.178)

Utilizando a deÞniç�ao 2, teremos

h(∆�u)2iρi = h
³
|a|�x1 + 1

a
�x2
´2
iρi − h|a|�x1 +

1

a
�x2i2ρi =

a2h(∆�x1)2iρi +
1

a2
h(∆�x2)2iρi + 2

|a|
a

³
h�x1�x2iρi − h�x1iρi h�x2iρi

´
, (4.179)

onde

h(∆�xj)2iρi = h�x2jiρi − h�xji2ρi , j = 1, 2 . (4.180)

De maneira análoga, para a vari�ancia do operador �v encontramos

h(∆�v)2iρi = a2h(∆�p1)2iρi +
1

a2
h(∆�p2)2iρi −

−2 |a|
a

³
h�p1�p2iρi − h�p1iρi h�p2iρi

´
, (4.181)

com

h(∆�pj)2iρi = h�p2jiρi − h�pji2ρi , j = 1, 2 . (4.182)

Segundo a hipótese do teorema, ρ é um estado qu�antico separável. Por-
tanto, ele é da forma (4.173) e, consequentemente, as correlaç�oes que apare-
cem nas Eqs.(4.179) e (4.181) s�ao nulas. Dessa forma,

h(∆�u)2iρi + h(∆�v)2iρi = a2
³
h(∆�x1)2iρi + h(∆�p1)2iρi

´
+

+
1

a2

³
h(∆�x2)2iρi + h(∆�p2)2iρi

´
. (4.183)
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Utilizando a relaç�ao

h(∆�xj)2iρi + h(∆�pj)2iρi ≥ 2 ∆xj∆pj , (4.184)

o prinćõpio de incerteza de Heisenberg, e a relaç�ao de comutaç�ao entre os
operadores �xj e �pj ,

∆xj∆pj ≥ 1

2
|h[�xj, �pj ]iρi| = 1 , (4.185)

encontramos

h(∆�u)2iρi + h(∆�v)2iρi ≥ 2
µ
a2 +

1

a2

¶
, (4.186)

e, Þnalmente,

h(∆�u)2iρ + h(∆�v)2iρ =
X
i

pi

n
h(∆�u)2iρi + h(∆�u)2iρi

o
≥

X
i

pi 2

µ
a2 +

1

a2

¶
= 2

µ
a2 +

1

a2

¶
. (4.187)

Ou seja, obtemos o seguinte critério de separabilidade

h(∆�u)2iρ + h(∆�v)2iρ ≥ 2
µ
a2 +

1

a2

¶
. 2 (4.188)

Uma vez estabelecido o que chamaremos de critério DGCZ (Duan-Giedke-
Cirac-Zoller), passemos à aplicaç�ao do mesmo a nosso caso particular.
Tomando a = 1 e a seguinte equival�encia entre os operadores

�x1 ⇔ �Y1s,0 , (4.189)

�p1 ⇔ �Y1s,π/2 , (4.190)

�x2 ⇔ �Y2s,0 , (4.191)

�p2 ⇔ �Y2s,π/2 , (4.192)

encontramos o seguinte critério DGCZ para os feixes sonda e de bombeio

h(∆�u)2iρ + h(∆�v)2iρ ≥ 4 , (4.193)

válido quando os campos s�ao separáveis.
Notemos alguns pontos importantes, resumindo o resultado anterior:
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� Como o teorema 1 nos fornece uma condiç�ao necesária para a sepa-
rabilidade de um estado qu�antico, ent�ao a violaç�ao da desigualdade
(4.193) é suÞciente para provar que os campos sonda e de bombeio s�ao
inseparáveis e, portanto, est�ao correlacionados em ńõvel qu�antico. Dito
de outra forma, est�ao emaranhados.

� Os operadores �u e �v comutam, o que pode ser comprovado facilmente a
partir da deÞniç�ao dos mesmos e, por conseguinte, eles est�ao associados
a grandezas que podem ser medidas simultaneamente.

� A equival�encia (4.189) - (4.192) permite establecer uma relaç�ao direta
entre as vari�ancias inferidas das quadraturas do sonda e as vari�ancias
dos operadores �u e �v.

Finalmente, na Fig. 4.22 apresentamos a depend�encia do membro es-
querdo da desigualdade (4.193), calculada no espaço das freqü�encias. Os
valores das intensidades dos feixes foram tomados iguais aos empregados na
derivaç�ao das curvas mostradas nas Figs. 4.19 - 4.21.

Figura 4.22: Aplicaç�ao do critério DGCZ na determinaç�ao do caráter da
correlaç�ao entre os feixes sonda e de bombeio. Freqü�encia de análise Ω igual
a Γ/6.

A primeira conclus�ao que derivamos da Fig. 4.22, e que achamos in-
teressante, é a violaç�ao apreciável da desigualdade (4.193) na condiç�ao de
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transpar�encia induzida δL2 = 0, o que indica que, nessa situaç�ao, os campos
sonda e de bombeio est�ao emaranhados. Por outro lado, fora da resson�ancia
os feixes n�ao est�ao correlacionados.

A outra conclus�ao que, à primeira vista, podemos achar �surpreendente�
está relacionada ao fato de que a desigualdade (4.193) é violada aproximada-
mente em 40% quando o feixe sonda está ressonante com a transiç�ao que
ele excita. Nessa condiç�ao (δL2 = 0), o critério das vari�ancias inferidas (ver
Fig. 4.21) e o critério DGCZ (ver Fig. 4.22), reportam a exist�encia de uma
correlaç�ao de natureza qu�antica entre os feixes sonda e de bombeio, exata-
mente na mesma proporç�ao!

A surpresa n�ao dura muito tempo se voltamos alguns parágrafos e, em
particular, prestamos atenç�ao ao terceiro ponto, logo após a relaç�ao (4.193).
No nosso caso particular, ambos critérios s�ao equivalentes, e só um estudo
mais profundo sobre o tema poderá dizer se eles s�ao equivalentes de forma
geral.

A relev�ancia do resultado anterior é algo que deve ser ressaltado, so-
bretudo quando levamos em conta o estado atual das pesquisas em ótica
qu�antica. O elevado interesse em sistemas f́õsicos nos quais existe uma
correlaç�ao qu�antica está motivado pela utilizaç�ao dessa correlaç�ao em po-
tenciais aplicaç�oes, entre as quais temos a computaç�ao e a comunicaç�ao
qu�anticas [56], esquemas de criptograÞa [57] baseados na teleportaç�ao [58],
medidas QND [59], para citar algumas.

Em geral, os sistemas propostos, ou até utilizados, exigem condiç�oes ex-
perimentais que, quando posśõveis, s�ao de implementaç�ao altamente com-
plexa, sem considerar o custo bastante elevado na maioria dos casos. Exis-
tem esquemas propostos que, no momento, s�ao completamente ideais e mal
conseguem sair do papel.

Nesse aspecto, a exist�encia de uma correlaç�ao de natureza qu�antica no
sistema que apresentamos, torna a implementaç�ao de algumas das aplicaç�oes
dessa correlaç�ao algo completamente fact́õvel e o mais surpreendente é que
o sistema n�ao precisa ser �limpo�. Mesmo na presença de um reservatório
capaz de degradar o caráter qu�antico da correlaç�ao, podemos implementar
algumas das potenciais e interessantes aplicaç�oes mencionadas anteriormente.
Por último, devemos destacar que a correlaç�ao qu�antica observada refere-se
apenas aos feixes sonda e de bombeio e, por conseguinte, a natureza qu�antica
do sistema átomo � feixe sonda � feixe de bombeio é ainda mais forte.

Para Þnalizar a apresentaç�ao das previs�oes da teoria, passaremos ao es-
tudo de um ponto que, mesmo sendo o último do caṕõtulo, n�ao é por isso
menos importante, pois ele é decisivo para levar nosso estudo teórico ao plano
experimental.
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4.3.5 Inßu�encia da freqü�encia de análise

Até o momento, todos os resultados relativos às ßutuaç�oes qu�anticas dos
feixes sonda e de bombeio, e à correlaç�ao entre eles, foram apresentados para
uma freqü�encia de análise Þxa, no caso, Ω = Γ/6, que corresponde a um
valor de 6,28 MHz.

O que acontence quando essa freqü�encia é alterada?

A resposta à pergunta anterior é ilustrada na Fig. 4.23, onde apresenta-
mos a depend�encia do rúõdo qu�antico das quadraturas do feixe de bombeio
(comportamento análogo para o feixe sonda) e da correlaç�ao entre os campos
com a freqü�encia de análise,. Os critérios do produto das vari�ancias inferi-
das e DGCZ s�ao apresentados na Fig. 4.24. As intensidades foram tomadas
iguais às utilizadas nos resultados apresentados nas Þguras anteriores e, as
linhas sólidas indicam apenas o comportamento das grandezas estudadas.

Figura 4.23: Depend�encia da correlaç�ao sonda-bombeio, e das ßutuaç�oes
qu�anticas das quadraturas da amplitude e da fase do feixe de bombeio, com
a freqü�encia de análise para δL2 = 0.
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Figura 4.24: Inßu�encia da freqü�encia de análise sobre o caráter qu�antico da
correlaç�ao entre os feixes sonda e de bombeio. Dessintonia do sonda, δL2 = 0.

Para analisar, e entender, os resultados mostrados nas Figs. 4.23 e 4.24,
é suÞciente recorrer à deÞniç�ao da freqü�encia de análise (ver ap�endice A) e
lembrar que ela é inversamente proporcional ao tempo de detecç�ao td do dis-
positivo de medida, o analisador de espectros. Dessa forma, valores grandes
de Ω implicam um tempo de detecç�ao que pode ser muito pequeno em com-
paraç�ao com os tempos caracteŕõsticos do sistema estudado.
Em particular, quando se estuda a correlaç�ao temporal entre valores de

um sinal, tomados em instantes de tempo diferentes, t1 e t2, se o tempo de
detecç�ao é maior ou da ordem do intervalo de tempo |t1− t2|, ent�ao podemos
observar alguma manifestaç�ao da correlaç�ao entre os dois valores do sinal (se
ela existe). Porém, se o tempo de detecç�ao é muito menor que o intervalo
de tempo |t1 − t2|, ent�ao é imposśõvel observar qualquer correlaç�ao entre os
valores medidos.
Por essa raz�ao, experimentalmente observamos que para valores grandes

da freqü�encia de análise, em geral da ordem de centenas de MHz, o rúõdo
medido da grande maioria dos sinais de fotocorrente tem um caráter poisso-
niano, que corresponde à aus�encia de correlaç�ao ou distribuiç�ao aleatória dos
valores do sinal medido.
Teoricamente a situaç�ao n�ao poderia ser muito diferente, e é por isso que,
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à medida que a freqü�encia de análise aumenta, as ßutuaç�oes qu�anticas das
quadraturas do bombeio diminuem, tendo como valor limite (n�ao mostrado
nas Þguras) 0 dB, valor que corresponde a uma vari�ancia igual à unidade,
como no caso de um estado coerente, ou poissoniano, quando é analisado o
rúõdo de intensidade.
Por outro lado, à medida que diminúõmos a freqü�encia de análise, o tempo

de detecç�ao aumenta e, portanto, a probabilidade de detectar um par de
fótons sonda-bombeio correlacionados aumenta também. Lembremos que os
fótons correlacionados n�ao chegam a seus respectivos detectores no mesmo
instante de tempo e, por esse motivo, pode existir um certo retardo ou in-
tervalo de tempo entre a detecç�ao de um fóton e aquele ao qual ele está
correlacionado. As causas para essa diferença nos tempos de chegada s�ao as
mais diversas e v�ao desde a diferença entre os caminhos percorridos pelos
fótons em direç�ao aos detectores, até os processos de reabsorç�ao pelo meio
at�omico de um fóton correlacionado, quando seu par correspondente pode
estar a caminho da detecç�ao.
Os critérios que deÞnem o caráter da correlaç�ao entre os feixes sonda e de

bombeio s�ao determinados pelas ßutuaç�oes das quadraturas desses campos
e, consequentemente, t�em um comportamento que pode ser compreendido a
partir da explicaç�ao anterior.
Além dos resultados apresentados ao longo deste caṕõtulo, foram obtidos

outros resultados gráÞcos, n�ao apresentados com a intenç�ao de evitar tornar
pesada a leitura do caṕõtulo. Contudo, nosso último comentário será dedicado
a esses resultados.
Quando inicialmente os feixes sonda e/ou de bombeio est�ao em um estado

qu�antico com excesso de rúõdo na quadratura da amplitude, esse excesso de
rúõdo continua presente em todas as curvas que mostram o comportamento
das ßutuaç�oes da quadratura da amplitude e, em particular, o excesso de
rúõdo observado na condiç�ao de transpar�encia induzida é mais pronunciado.
No entanto, nessa situaç�ao, o caráter qu�antico da correlaç�ao entre os feixes
é degradado, pois a compress�ao de rúõdo observada na quadratura da fase,
n�ao resulta suÞciente para reverter o caráter clássico da correlaç�ao.
Também foi estudada a inßu�encia da taxa de relaxaç�ao Γ12 da coer�encia

s12 entre os estados fundamentais sobre as ßutuaç�oes dos campos e sobre a
correlaç�ao entre eles. Esse estudo indicou que, à medida que Γ12 é incre-
mentada, o excesso de rúõdo da quadratura da amplitude tende a diminuir, a
compress�ao observada na quadratura conjugada também, e a correlaç�ao en-
tre os feixes desaparece. Esse resultado é uma comprovaç�ao a mais de que o
comportamento das ßutuaç�oes dos campos, e a exist�encia de uma correlaç�ao
entre eles, t�em sua origem na coer�encia induzida no meio at�omico. Dessa
forma, a introduç�ao no sistema de algum mecanismo que permita controlar
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a coer�encia do meio14 abre a possibilidade de realizar outra classe de ex-
peri�encias utilizando o esquema de tranpar�encia induzida. Nos referimos às
experi�encias de �apagadores qu�anticos� [60], fundamentadas na possibilidade
de modiÞcar a interfer�encia qu�antica que experimenta um particular sistema
f́õsico.

Conclus�oes

O presente caṕõtulo foi dedicado à formulaç�ao teórica da transpar�encia indu-
zida por laser. O tratamento do problema foi baseado nas equaç�oes qu�anticas
de Langevin, ou equaç�oes de Heisenberg-Langevin, como também s�ao conhe-
cidas na literatura.
A partir do hamiltoniano do sistema derivamos as equaç�oes de evoluç�ao

temporal dos operadores correspondentes às variáveis at�omicas e dos campos.
Para os campos sonda e de bombeio, tratados quanticamente, consideramos
de maneira expĺõcita o hamiltoniano das respectivas fontes laser, o que possi-
bilitou desenvolver um modelo de campo propagante sem a necessidade de
incluir uma cavidade em anel para tratar o problema da interaç�ao com os
átomos.
Uma vez formulado o problema, as equaç�oes encontradas foram aplicadas

ao estudo da transpar�encia induzida por laser em um vapor formado por
átomos do isótopo 85Rb (rub́õdio). Os resultados foram apresentados em
duas partes. Na primeira delas, estudamos o comportamento dos valores
médios das variáveis do sistema no estado estacionário. A resposta do meio
at�omico ao feixe sonda mostrou a curva de transpar�encia induzida, compor-
tamento observado experimentalmente e nos estudos realizados utilizando a
teoria semi-clássica. Também investigamos a resposta dispersiva dos átomos,
comprovando a exist�encia de uma mudança abrupta do ṍndice de refraç�ao na
regi�ao de transpar�encia induzida.
Como sabemos, a largura natural do sinal de transpar�encia induzida é

deÞnida pela taxa Γ12. Nosso estudo da taxa de relaxaç�ao Γ12 mostrou que
a largura do pico observado no espectro de rúõdo das quadraturas do campo
fornece diretamente o valor da largura natural do sinal de transpar�encia
induzida. Determinar essa largura a partir da intensidade transmitida do
feixe sonda é algo subjetivo, pois é dif́õcil saber qual é exatamente a condiç�ao
correspondente à transpar�encia perfeita.
A segunda parte das previs�oes teóricas foi dedicada ao estudo das ßu-

tuaç�oes qu�anticas dos campos no estado estacionário. Esse estudo mostrou a

14Por exemplo, alterar a populaç�ao estacionária de um ou dos dois estados fundamentais
at�omicos por bombeamento ótico.
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exist�encia de excesso de rúõdo na quadratura amplitude de ambos feixes na
condiç�ao de transpar�encia induzida, como uma manifestaç�ao da coer�encia
induzida no meio at�omico. Contrariamente ao que muitos acreditam, a
coer�encia observada é o resultado da aç�ao conjunta de ambos feixes e, no
estado estacionário correspondente à situaç�ao de transpar�encia induzida, o
meio at�omico age como um �beam splitter� distribuindo os fótons entre am-
bos feixes, criando uma correlaç�ao entre eles.
Para determinar a natureza dessa correlaç�ao utilizamos dois critérios. O

primeiro deles, o critério das vari�ancias inferidas, indicou que a correlaç�ao
entre os feixes sonda e de bombeio na condiç�ao de transpar�encia induzida é de
caráter qu�antico. Esse resultado foi estabelecido investigando as ßutuaç�oes
qu�anticas da quadratura da fase de ambos feixes, as quais apresentaram
compress�ao de rúõdo suÞciente para criar o emaranhamento entre os campos.
O segundo critério empregado foi o teorema recentemente apresentado

por Duan, Giedke, Cirac e Zoller, sobre a inseparabilidade em um sistema
de variáveis cont́õnuas. Novamente, Þcou estabelecido por esse critério (que
denominamos critério DGCZ) que, na situaç�ao de transpar�encia induzida a
correlaç�ao entre os feixes sonda e de bombeio é qu�antica e, quantitativa-
mente, o caráter qu�antico encontrado coincidiu com o resultado reportado
pelo critério das vari�ancias inferidas.
Os resultados teóricos que apresentamos neste caṕõtulo s�ao muito intere-

ssantes. No entanto, uma comprovaç�ao experimental dos mesmos é de vital
import�ancia. Como veremos no próximo caṕõtulo, já foi posśõvel observar
experimentalmente algums dos efeitos previstos. Em particular, medimos
excesso de rúõdo de intensidade dos feixes sonda e de bombeio e também a
correlaç�ao de intensidades prevista.
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Caṕõtulo 5

Estudo Experimental das
Flutuaç�oes dos Campos na
Condiç�ao de Transpar�encia
Induzida

�A mec�anica qu�antica acontece no laboratório e n�ao no espaço de Hilbert�.

A. Peres

Introduç�ao

Neste caṕõtulo apresentaremos a comprovaç�ao experimental de algumas das
previs�oes teóricas do caṕõtulo anterior. Primeiramente, descreveremos os
dispositivos e técnicas de mediç�ao que foram empregados nas experi�encias,
começando pelos diodos lasers. Em seguida, descreveremos o meio at�omico
utilizado e as condiç�oes nas quais ser�ao realizadas as medidas. A identiÞcaç�ao
dos ńõveis de energia da conÞguraç�ao Λ foi realizada, como é habitual, em-
pregando a técnica de absorç�ao saturada.
Uma vez obtido o espectro de absorç�ao saturada, observamos o fen�omeno

da transpar�encia induzida analisando a intensidade média transmitida do
feixe sonda. Esse primeiro estudo experimental permitiu identiÞcar as condi-
ç�oes experimentais nas quais deve ser realizada a análise das ßutuaç�oes
qu�anticas dos feixes sonda e de bombeio.
Para o estudo das ßutuaç�oes foi utilizado o esquema de detecç�ao ho-

modina apresentado na seç�ao 2.3. Em primeiro lugar, medimos o espectro
de rúõdo de intensidade de ambos feixes para determinar a freqü�encia de
análise a ser utilizada nas medidas das ßutuaç�oes dos campos, na condiç�ao
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Transpar�encia Induzida

de transpar�encia induzida. Na condiç�ao de transpar�encia, o rúõdo de inten-
sidade dos campos deve apresentar um comportamento similar ao rúõdo da
quadratura amplitude, mostrado nas previs�oes teóricas do caṕõtulo 4.

Na última seç�ao deste caṕõtulo, apresentaremos um esquema de uma mon-
tagem experimental que pode ser utilizada para implementar a medida das
vari�ancias inferidas e do critério DGCZ. As condiç�oes que devem ser ob-
servadas para realizar esse tipo de medida também ser�ao comentadas nessa
seç�ao. Atualmente no laboratório estamos preparando dois lasers que ser�ao
utilizados como oscilador local. Eles permitir�ao realizar as medidas das
ßutuaç�oes qu�anticas das quadraturas dos feixes e, consequentemente, será
posśõvel conferir a natureza da corrrelaç�ao entre os feixe sonda e de bombeio,
na condiç�ao de transpar�encia induzida.

5.1 Dispositivos e Técnicas de Mediç�ao

5.1.1 Lasers

Na experi�encia utilizamos diodos laser SDL-5400C cuja pot�encia de sáõda
pode chegar aos 50 mW . A corrente nominal de operaç�ao é de 100 mA.
Trabalhando na conÞguraç�ao livre o limiar de oscilaç�ao é de 35 mA. O
comprimento de onda λ da luz emitida por esses dispositivos é de 776±4 nm
a temperatura ambiente, e pode ser controlado mudando vários par�ametros
tais como a temperatura de trabalho do diodo, a corrente de alimentaç�ao e,
no caso de injeç�ao ótica, modiÞcando o comprimento de onda da luz injetada.

Os diodos dispońõveis no nosso laboratório s�ao colocados em uma mon-
tagem mec�anica que permite controlar a temperatura de trabalho, assim
como empregar uma rede de difraç�ao para melhorar as propriedades espec-
trais do laser. Essa montagem de cavidade estendida (ver Fig. 5.1) na con-
Þguraç�ao Littrow1 é comumente utilizada para diminuir o limiar de oscilaç�ao
do laser, controlar seu comprimento de onda e largura espectral. Dessa forma
é posśõvel obter um feixe monomodo (TEM00), linearmente polarizado e de
intensidade estável [61]. Para uma descriç�ao detalhada sobre os lasers uti-
lizados e a caracterizaç�ao dos mesmos o leitor pode consultar a Ref. [62].

O feixe emitido pelo laser DL apresenta uma diverg�encia que é corrigida
empregando uma lente colimadora Melles Griot 06-GLC-002 denotada pela
letra L na Fig. 5.1. As dist�ancias focal e de trabalho dessa lente s�ao iguais
a 8 e 1,5 mm, respectivamente. A grade de difraç�ao G, de 1800 linhas/mm,

1A primeira ordem da difraç�ao é injetada de volta no diodo, e a ordem zero é reßetida
para fora da caixa que contém o laser.



5.1 Dispositivos e Técnicas de Mediç�ao 113

Figura 5.1: Esquema da montagem do diodo laser na conÞguraç�ao Littrow.

é colada sobre um transladador piezo elétrico (PZT) que permite varrer o
comprimento de onda do feixe em uma faixa de 10 nm aproximadamente.
A fonte de corrente utilizada para alimentar o laser é regulada em cor-

rente, o que permite alimentar o diodo com uma corrente estável capaz de
evitar as ßutuaç�oes que originam mudanças no ṍndice de refraç�ao do meio
laser semicondutor alterando, dessa maneira, o comprimento de onda da luz
emitida. Por outro lado, o próprio diodo laser é instalado em um suporte
metálico em contato com um dispositivo Peltier utilizado para regular e con-
trolar a temperatura de trabalho do laser com uma precis�ao de aproximada-
mente 0.1 oC.
Dois diodos laser foram utilizados na experi�encia realizada, um para obter

o feixe de bombeio e o outro para o feixe sonda. O valor medido da corrente do
limiar de oscilaç�ao foi de aproximadamente 33 mA para cada laser. Medindo
a pot�encia da luz para diferentes valores da corrente de alimentaç�ao do diodo
podemos determinar a eÞci�encia qu�antica de convers�ao η de corrente elétrica
em luz, deÞnida como a relaç�ao entre a pot�encia da luz emitida pelo laser e
a pot�encia elétrica da alimentaç�ao. O resultado dessa medida para o laser
sonda é apresentado na Fig. 5.2.
Para uma corrente de alimentaç�ao do diodo I, a pot�encia P da luz emitida

é dada pela relaç�ao

P (I) = η
hc

qλ
I , (5.1)

onde q, h, e c s�ao a carga do elétron, a constante de Planck e a velocidade
da luz, respectivamente. A partir do coeÞciente angular do ajuste linear dos
dados experimentais da Fig. 5.2 podemos determinar o valor de η, igual a
53,2±0,8 % e 54,8±0,2 % para os lasers de bombeio e sonda, respectivamente.
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Figura 5.2: Pot�encia do laser sonda vs. corrente de alimentaç�ao. A linha
sólida representa um ajuste linear dos dados experimentais (śõmbolos quadra-
dos).

5.1.2 Sistema de detecç�ao balanceada

As propriedades estat́õsticas dos feixes foram estudas empregando o sistema
de detecç�ao homodina (ver Fig. 2.3), formado por um cubo divisor de feixes
50/50, dois fotodetectores, e um circuito misturador para combinar as foto-
correntes.
Na maioria dos casos, no lugar do cubo divisor de feixes 50/50, emprega-

se uma l�amina de meia onda (λ/2) seguida por um cubo divisor de feixes
polarizador. Nessa situaç�ao, como o feixe laser está linearmente polarizado,
girando a l�amina λ/2 é posśõvel obter na sáõda do cubo dois feixes de intensi-
dades praticamente iguais. Dessa forma podemos corrigir qualquer diferença
entre as intensidades detectadas, causada pelas ßutuaç�oes da polarizaç�ao do
feixe incidente.

Fotodetectores

Na experi�encia foram empregados fotodetectores de siĺõcio, modelo FND-100
fabricados por EG&G, alimentados com uma tens�ao de 15 V . Esses de-
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tectores possuem uma eÞci�encia qu�antica de convers�ao de aproximadamente
70 %, uma largura de banda de 350 MHz e uma capacit�ancia interna que
varia entre 8 e 10 pF .

A corrente gerada pelos fotodetectores é ampliÞcada em duas etapas inde-
pendentes. Uma dedicada à componente de alta freqü�encia da fotocorrente,
e a outra ampliÞca a parte cont́õnua. A sáõda de alta freqü�encia HF do ampli-
Þcador é conectada na entrada do misturador, e a sáõda DC é utilizada para
determinar o valor médio da fotocorrente e balancear o esquema de detecç�ao
homodina.

Circuito de soma/subtraç�ao

O misturador, ou circuito de soma/subtraç�ao, é um ampliÞcador de ganho
unitário que possui uma chave que permite escolher entre a adiç�ao (posiç�ao
�+� da chave) ou a subtraç�ao (posiç�ao ��� da chave) dos sinais de fotocor-
rente conectados na sua entrada. Na aus�encia do oscilador local, a posiç�ao
�+� da chave permite realizar a medida do rúõdo de intensidade do feixe
incidente. Quando a chave está na posiç�ao ���, o feixe incidente serve de
oscilador local para o campo em estado de vácuo que entra pela porta n�ao
usada do divisor de feixes e, nessa situaç�ao, é posśõvel medir o espectro de
rúõdo correspondente ao shot noise ou rúõdo qu�antico padr�ao.

O circuito misturador dispońõvel no laboratório possui uma banda pas-
sante que varia de 1 a 200 MHz, e a imped�ancia de sáõda é de 50 Ohms,
igual à imped�ancia na entrada do analisador de espectros.

Para uma descriç�ao detalhada sobre o sistema de detecç�ao utilizado nas
experi�encias pode consultar-se a Ref. [63]

5.1.3 Meio at�omico

Um vapor de 85Rb, contido em uma célula de vidro a temperatura ambiente
e de 5 cm de comprimento, foi utilizado como meio at�omico. Na realidade,
a composiç�ao do vapor de rub́õdio é de 72,2 % do isótopo 85Rb, e de 27,8 %
do isótopo 87Rb. Os lasers sonda e de bombeio foram escolhidos segundo a
conÞguraç�ao dos ńõveis at�omicos mostrada na seç�ao 4.2.2.

Espectroscopia de absorç�ao saturada

A técnica de espectroscopia de absorç�ao saturada [28, 61, 64] foi empre-
gada para identiÞcar os ńõveis de energia e poder sintonizar corretamente os
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lasers. Primeiramente, com a ajuda de um monocromador2, a corrente de ali-
mentaç�ao do diodo e sua temperatura s�ao ajustadas até que o comprimento
de onda da luz emitida seja aproximadamente igual a 780 nm. Logo, var-
rendo a tens�ao do PZT e empregando uma montagem similar à da Fig. 5.3 é
posśõvel observar o espectro correspondente à estrutura hiperÞna do rub́õdio.

Figura 5.3: Esquema da experi�encia da absorç�ao saturada. IO: isolador ótico;
LV: l�amina de vidro; E: espelho; D: fotodetector; OSC.: osciloscópio.

O prinćõpio de funcionamento da experi�encia apresentada na Fig. 5.3 é o
seguinte. Os átomos na célula de vidro possuem uma distribuiç�ao Maxwell-
Boltzmann de velocidades, determinada pela temperatura da célula.

Suponhamos que o feixe se propague na direç�ao do eixo Ox. Se desig-
namos a freqü�encia central da transiç�ao at�omica por νat, ent�ao os átomos
que se movem na mesma direç�ao que o feixe com velocidades

vx = c

µ
1− νat

νL

¶
, (5.2)

2Quando o comprimento de onda da luz está próximo dos 780 nm, empregando um
visor infravermelho podemos observar na célula a luz ßuorescente emitida pelos átomos.
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v�ao interagir com o feixe laser de freqü�encia νL, pois o deslocamento Doppler
é dado por

ν
0
L = νL

³
1− vx

c

´
. (5.3)

Por outro lado, os átomos que se movem em direç�ao contrária ao feixe
com velocidades

vx = c

µ
νat
νL
− 1
¶
, (5.4)

também absorver�ao a luz, já que o deslocamento Doppler nesse caso é

ν
0
L = νL

³
1 +

vx
c

´
. (5.5)

Dessa forma, existem duas classes diferentes de velocidades at�omicas para
as quais o feixe laser é absorvido. Utilizando esse resultado, temos que os
feixes na experi�encia de absorç�ao saturada interagem com duas classes dife-
rentes de velocidades pois, eles se propagam em sentidos opostos. No entanto,
quando a freqü�encia do feixe νL coincide com a freqü�encia central da transiç�ao
at�omica νat, ambos feixes interagem com a mesma classe de velocidades dos
átomos. Nessa situaç�ao, o feixe menos intenso é pouco absorvido porque a
transiç�ao at�omica é saturada pelo feixe mais intenso (feixe de saturaç�ao).
Na Fig. 5.4 é mostrada uma curva t́õpica de absorçào saturada. Esse

espectro foi obtido varrendo o comprimento de onda do laser sonda aplicando
ao PZT que sustenta a grade de difraç�ao uma tens�ao triangular de amplitude
e freqü�encia iguais a 1 V e 11Hz, respectivamente. Nessa Þgura podemos ver
que a intensidade da luz transmitida pela célula que contém o vapor at�omico
apresenta os picos correspondentes às transiç�oes entre os ńõveis hiperÞnos
F = 2 → F

0
= 1, 2, 3 do 85Rb. A identiÞcaç�ao de cada linha observada no

espectro é realizada a partir dos resultados de espectroscopia reportados na
literatura (ver, por exemplo, a Ref. [61]).
Os picos n�ao identiÞcados que aparecem na Fig. 5.4 s�ao denominados

�cross-over� e a exist�encia deles se deve à riqueza da estrutura de ńõveis do
estado excitado já que, para uma mesma classe de velocidades dos átomos,
os lasers podem estar ressonantes com duas transiç�oes distintas (ver, por
exemplo, a Ref. [62]).

5.2 Resultados

Montagem experimental

O esquema da experi�encia realizada é apresentado na Fig. 5.5. Uma pequena
porç�ao de cada feixe é desviada pela l�amina de vidro LV para uma montagem
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Transpar�encia Induzida

Figura 5.4: Espectro de absorç�ao saturada do 85Rb correspondente às tran-
siç�oes |5S1/2, F = 2i → |5P3/2, F 0

= 1, 2, 3i. O fundo sobre o qual est�ao
localizados os picos deve sua origem ao alargamento Doppler. Pot�encia do
laser: 6,3×10−1 mW .

de absorç�ao saturada, utilizada para monitorar o comprimento de onda dos
feixes. O feixe de bombeio é sintonizado na transiç�ao |5S1/2, F = 3i →
|5P3/2, F 0

= 3i. Com ajuda do PZT, o comprimento de onda do laser sonda
é varrido, passando pelas transiç�oes |5S1/2, F = 2i→ |5P3/2, F 0

= 1, 2, 3i.
Os feixes t�em polarizaç�oes ortogonais e na entrada da célula com vapor

de rub́õdio eles s�ao combinados empregando um cubo divisor de feixes pola-
rizador. Na sáõda da célula os feixes s�ao separados por meio de outro cubo
divisor de feixes polarizador, o que nos permite estudar cada feixe separada-
mente ou bem, estudar a correlaç�ao entre eles escolhendo apropriadamente
a orientaç�ao das l�aminas de meia onda localizadas na entrada da detecç�ao
balanceada.

Curva de transpar�encia induzida

Utilizando o canal de sáõda DC dos fotodetectores é posśõvel medir o valor
médio da intensidade transmitida pelo vapor at�omico. O sinal de transpa-
r�encia induzida para o feixe sonda é medido bloqueando o feixe de bombeio
na entrada da regi�ao de detecç�ao. Como pode ser visto na Fig. 5.6, a inten-
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Figura 5.5: Esquema da montagem experimental. DL1 e DL2: diodos laser
em cavidade estendida; IO: isolador ótico; LV: l�amina de vidro; PBS: cubo
divisor de feixes polarizador; λ/2: l�amina de meia onda; E: espelho; Rb:
célula com rub́õdio; D1 e D2: fotodetectores; �+/-�: circuito misturador;
A.S.: analisador de espectros.

sidade transmitida como funç�ao da dessintonia do sonda apresenta um pico
estreito de transpar�encia induzida, de largura muito inferior ao alargamento
Doppler, o qual é uma manifestaç�ao da interfer�encia qu�antica destructiva que
experimenta o feixe sonda.

Na Fig. 5.6, o pico de transpar�encia induzida aparece unicamente quando
o feixe sonda está acoplado à transiç�ao |5S1/2, F = 2i→ |5P3/2, F 0

= 3i, pois
só o estado at�omico |5P3/2, F 0

= 3i é compartilhado com o feixe de bombeio,
acoplado à transiç�ao |5S1/2, F = 3i→ |5P3/2, F 0

= 3i.
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Figura 5.6: Curva de transpar�encia induzida do feixe sonda. As pot�encias
incidentes dos feixes sonda e de bombeio s�ao, respectivamente, 6,3×10−1 mW
e 9,9×10−1 mW .

Espectros de rúõdo de cada feixe sem célula

Antes de começar o estudo das ßutuaç�oes qu�anticas dos feixes sonda e de
bombeio na condiç�ao de transpar�encia induzida, é importante conhecer as
propriedades estat́õsticas desses feixes na entrada da célula que contém o
vapor at�omico de rub́õdio. Nas Figs. 5.7 e 5.8 mostramos os espectros do rúõdo
da intensidade dos feixes sonda e de bombeio, respectivamente, medidos em
aus�encia do meio at�omico utilizando um analisador de espectros modelo HP
8560E.

A freqü�encia de análise Ω foi varrida entre 0 e 50 MHz para escolher a
regi�ao na qual podem ser estudadas as ßutuaç�oes dos campos na condiç�ao de
transpar�encia induzida. O rúõdo da intensidade do feixe sonda (traço preto)
coincide com o shot noise (traço cinza mais forte) em uma faixa ampla de
valores de Ω, contudo, ele é essencialmente limitado ao shot noise até 10
MHz aproximadamente, e portanto, é nessa faixa que devemos escolher o
valor da freqü�encia de análise. Entre 13 e 20 MHz, o feixe sonda é super-
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Figura 5.7: Espectro de rúõdo do feixe sonda na entrada da célula com vapor
de rub́õdio. Pot�encia da luz: 3,0 mW .

poissoniano e, para freqü�encias superiores aos 20 MHz, o rúõdo eletr�onico
tem uma inßu�encia considerável na medida.
Ambas medidas foram repetidas para outros valores de pot�encia da luz

dos feixes e o comportamento observado foi similar ao mostrado nas Figs. 5.7
e 5.8. Como o feixe de bombeio é super-poissoniano para qualquer valor de
Ω, a freqü�encia de análise (Ω = 2MHz) foi escolhida a partir do espectro de
rúõdo da intensidade do feixe sonda. Para essa freqü�encia, o rúõdo eletr�onico
é inferior ao rúõdo padr�ao (shot) dos feixes em aproximadamente 12 dB.

Espectro do rúõdo dos feixes sonda e de bombeio na condiç�ao de
transpar�encia induzida

Na Fig. 5.9 apresentamos os espectros de rúõdo da intensidade dos feixes
sonda e de bombeio, medidos no modo zero span do analisador de espectros,
utilizando como trigger o sinal empregado para varrer a freqü�encia do feixe
sonda. As curvas foram suavizadas escolhendo a largura da banda de v́õdeo
do analisador (VBW) igual 3 kHz. A largura da banda de resoluç�ao (RBW)
foi tomada igual a 300 kHz.
Os resultados da Fig. 5.9 correspondem a intensidades dos feixes sonda
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Figura 5.8: Espectro de rúõdo do feixe de bombeio na entrada da célula com
vapor de rub́õdio para uma pot�encia do feixe incidente igual a 3,0 mW .

e de bombeio iguais a 14,5 mW/cm2 e 63,8 mW/cm2, respectivamente. Em
toda a faixa de freqü�encias do sonda, ambos feixes apresentam uma estat́õstica
super-poissoniana, no entanto, para a dessintonia nula do sonda, ou seja, na
situaç�ao de transpar�encia induzida, nos espectros de rúõdo dos feixes existe
um pico estreito de excesso de rúõdo de aproximadamente 20 dB. Esse com-
portamento coincide com as previs�oes teóricas apresentadas na Fig. 4.13, e é
uma manifestaç�ao de que a coer�encia induzida no meio at�omico por ambos
feixes, altera as propriedades estat́õsticas dos mesmos.
No resultado experimental apresentado na Fig. 5.9, a intensidade do feixe

de bombeio é ∼4 vezes superior à intensidade do feixe sonda. Mesmo assim,
as ßutuaç�oes qu�anticas desse campo s�ao alteradas de forma signiÞcativa, e
o excesso de rúõdo observado na situaç�ao de transpar�encia induzida mostra
que as propriedades estat́õsticas desse feixe n�ao podem ser desprezadas como
é feito habitualmente [39, 40, 41].
O fator de Fano apresentado nas Figs. 5.9(c) e (d) é deÞnido pela relaç�ao

Fator de Fano =
P+ − Pe+
P− − Pe− , (5.6)

onde P+ é o rúõdo da intensidade do feixe, medido quando a chave do mistu-
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Figura 5.9: Espectros de rúõdo da intensidade dos feixes sonda (a) e de
bombeio (b) como funç�ao da dessintonia do sonda. O rúõdo eletr�onico (traços
inferiores) é menor que o shot noise (traço cinza) em aproximadamente 10 dB.
Os fatores de Fano, (c) e (d), foram deduzidos a partir de (a) e (b).

rador está na posiç�ao �+�; P− é o rúõdo correspondente ao shot noise, medido
com a chave do misturador na posiç�ao ���; Pe+ e Pe− s�ao os rúõdos eletr�onicos
para a chave do misturador nas posiç�oes �+� e ���, respectivamente.
Em termos do fator de Fano, um campo eletromagnético apresenta uma

estat́õstica poissoniana quando ele é igual à unidade. Se o fator de Fano
é maior que 1, ent�ao o campo está em um estado super-poissoniano e, Þ-
nalmente, quando o fator de Fano é menor que 1, fala-se que o campo é
subpoissoniano ou apresenta compress�ao de rúõdo na intensidade.

Sensibilidade da medida

Na condiç�ao de transpar�encia induzida, o espectro de rúõdo do shot noise
apresenta um pico [Figs. 5.9(a) e 5.9(b)] que é uma manifestaç�ao do aumento
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da intensidade transmitida pelo meio at�omico, observado na Fig. 5.6. Esse
resultado permite conhecer a viabilidade do estudo das ßutuaç�oes qu�anticas
dos feixes sonda e de bombeio para detectar a presença de efeitos coerentes
no meio at�omico.

O limite de sensibilidade dessa técnica é obtido quando na curva da inten-
sidade média do feixe n�ao é mais posśõvel observar o sinal de transpar�encia
induzida. Na Fig. 5.10 mostramos essa situaç�ao.

Figura 5.10: Espectro de rúõdo (a) de intensidade do feixe sonda e fator
de Fano (b) para um feixe de bombeio pouco intenso. Intensidade in-
cidente do sonda: 13,3 mW/cm2; intensidade incidente do bombeio: 4,4
×10−1 mW/cm2.

O espectro de rúõdo correspondente ao shot noise n�ao apresenta pico
algum para a dessintonia nula do sonda [traço cinza na Fig. 5.10(a)]. No
entanto, o rúõdo da intensidade do feixe sonda apresenta claramente um pico
que indica a presença residual de efeitos coerentes da interaç�ao dos feixes
com o meio at�omico.
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Teste de saturaç�ao dos detectores

O espectro de rúõdo e a intensidade média do feixe sonda foram medidos
atenuando gradativamente a intensidade desse feixe utilizando Þltros de den-
sidade neutra (ver Fig. 5.11). Dessa forma é posśõvel conferir se o efeito
observado no espectro de rúõdo deve-se a um funcionamento incorreto da
eletr�onica de detecç�ao.

Figura 5.11: Fotovoltagem proporcional à intensidade do feixe sonda para
valores diferentes da transmiss�ao do Þltro de densidade neutra, colocado na
entrada da detecç�ao homodina. Durante a medida, a intensidade do bombeio
foi mantida constante.

O comportamento linear observado na Fig. 5.11 revela que a intensidade
máxima do sonda nas medidas anteriores n�ao causa a saturaç�ao dos fotode-
tectores. Um resultado similar foi obtido para a medida realizada com o feixe
de bombeio.

Correlaç�ao

Na Fig. 5.12 mostramos o resultado da medida da correlaç�ao de intensidade
entre os feixes sonda e de bombeio, realizada da seguinte maneira.

As l�aminas de meia onda λ/2 que est�ao antes do cubo divisor de feixes
da detecç�ao homodina (ver Fig. 5.5) s�ao orientadas de forma tal que no fo-
todetector D1 detectamos, digamos, o feixe sonda apenas, e no fotodetector
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Figura 5.12: (a) Medida do rúõdo da soma (em preto) e da diferença (em
cinza) das intensidades dos feixes sonda e de bombeio. A diferença obser-
vada entre as curvas é uma evid�encia da correlaç�ao entre as intensidades dos
feixes (b). Intensidade incidente do feixe sonda: 7,5 mW/cm2; intensidade
incidente do feixe de bombeio: 7,8 mW/cm2.

D2 detectamos unicamente o feixe de bombeio. Colocando a chave do mis-
turador na posiç�ao �+�, no analisador de espectro medimos o rúõdo da soma
das intensidades de cada feixe [traço �Soma� da Fig. 5.12(a)], que em termos
do número de fótons (n1 para o bombeio e n2 para o sonda) é dado pela
express�ao

h[∆(n1 + n2)]2i = h(∆n1)2i+ h(∆n2)2i+ 2(hn1n2i− hn1ihn2i) , (5.7)

com

h(∆ni)2i = h(ni − hnii)2i , i = 1, 2 . (5.8)
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Quando a chave do misturador é colocada na posiç�ao ���, no analisador
de espectro medimos o rúõdo da diferença entre as intensidades dos feixes
[traço �Diferença� da Fig. 5.12(a)]

h[∆(n1 − n2)]2i = h(∆n1)2i+ h(∆n2)2i− 2(hn1n2i− hn1ihn2i) (5.9)

que, ao ser subtráõdo do rúõdo da soma das intensidades [Eq.(5.7)], nos per-
mite encontrar o termo de correlaç�ao

2C = 4(hn1n2i− hn1ihn2i) , (5.10)

mostrado na Fig. 5.12(b). Esse resultado experimental está de acordo com a
previs�ao teórica apresentada nas Figs. 4.14 e 4.17.
A diferença de ∼7 dB, observada entre os traços �Soma� e �Diferença�

na Fig. 5.12(a), na condiç�ao de transpar�encia induzida, é uma manifestaç�ao
da correlaç�ao entre as intensidades dos feixes sonda e de bombeio. O ńõvel
de shot noise é medido misturando as intensidades dos feixes de maneira tal
que cada fotedetector D1 e D2 recebe metade da intensidade de cada feixe.

5.3 Proposta para Estudo Experimental do

Caráter da Correlaç�ao Sonda-Bombeio

Na seç�ao 4.3.4 foi apresentado o critério das vari�ancias inferidas como um dos
posśõveis métodos a utilizar para estabelecer se a correlaç�ao observada entre
os feixes sonda e de bombeio é de natureza qu�antica ou clássica. Como vimos
na referida seç�ao, esse critério está baseado na exist�encia de uma correlaç�ao
entre as quadraturas dos campos. Por essa raz�ao, a montagem experimental
necessária para estudar a correlaç�ao entre os feixes sonda e de bombeio deve
ser senśõvel ao rúõdo de quadraturas. Em outras palavras, a utilizaç�ao de
osciladores locais é imprescind́õvel nesse tipo de medida.
Na Fig. 5.13 é mostrado o esquema de uma montagem experimental que

pode ser empregada para implementar o critério das vari�ancias inferidas e
determinar dessa forma o caráter da correlaç�ao sonda-bombeio.
O prinćõpio de funcionamento dessa montagem é o seguinte. Após atraves-

sar a célula com vapor de rub́õdio, os feixes sonda e de bombeio s�ao separados
pelo cubo divisor de feixes polarizador, pois eles t�em polarizaç�oes ortogonais.
O feixe sonda é enviado para a regi�ao de detecç�ao denominada �Sonda�, de-
marcada pelo quadrado tracejado na Fig. 5.13, e por outro lado, o feixe de
bombeio é enviado para a regi�ao de detecç�ao denominada �Bombeio�.
Suponhamos que estejamos interessados na vari�ancia inferida da quadra-

tura da amplitude do feixe sonda ∆2infY2,0(t). Nesse caso, os �angulos dos
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Figura 5.13: Esquema da montagem experimental para estudar as vari�ancias
inferidas do feixe sonda. OL1(θ) e OL2(φ): osciladores locais para os feixes de
bombeio e sonda, respectivamente; η0(ηπ/2): ampliÞcador de ganho variável
para a quadratura da amplitude (fase).

osciladores locais devem ser tomados iguais a θ = 0 e φ = 0, o que nos
permite selecionar os operadores de quadratura �Y

0
1s,0(t) e �Y

0
2s,0(t), nas res-

pectivas regi�oes de detecç�ao. Logo, passando a fotocorrente proporcional a
�Y
0
1s,0(t) pelo ampliÞcador de ganho variável obtemos a grandeza η0 �Y

0
1s,0(t)

que, combinada com a fotocorrente proporcional a �Y
0
2s,0(t) no último mistu-

rador, nos permite encontrar o operador de fotocorrente da vari�ancia inferida

∆�iinf(t) ∼ �Y
0
2s,0(t)− η0 �Y

0
1s,0(t) . (5.11)

As ßutuaç�oes do operador ∆�iinf(t) s�ao diretamente proporcionais à va-
ri�ancia inferida ∆2infY2,0(t), estando o coeÞciente de proporcionalidade de-
terminado pelas amplitudes dos osciladores locais que devem ser tomadas
iguais.
A vari�ancia inferida da quadratura da fase do feixe sonda ∆2

infY2,π/2(t) é
determinada de maneira análoga. Os �angulos dos osciladores locais devem
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ser escolhidos iguais a θ = π/2 e φ = π/2, e o ganho do ampliÞcador deve ser
igual a −ηπ/2. Nesse caso, o operador de fotocorrente da vari�ancia inferida é
dado pela equaç�ao

∆�iinf(t) ∼ �Y
0
2s,π/2(t) + ηπ/2 �Y

0
1s,π/2(t) , (5.12)

e suas ßutuaç�oes s�ao diretamente proporcionais à vari�ancia inferida da qua-
dratura da fase do sonda ∆2infY2,π/2(t).
Aparentemente, o estudo experimental das vari�ancias inferidas n�ao apre-

senta grandes complexidades. No entanto, analisando o prinćõpio de funciona-
mento do esquema mostrado na Fig. 5.13, vemos que as fases dos osciladores
locais devem estar amarradas e cada uma delas deve mostrar uma elevada
estabilidade. Esse ponto é vital na realizaç�ao da experi�encia e requer o de-
senvolvimento de uma eletr�onica de controle de alta precis�ao, que pode levar
até um ano de trabalho para Þcar dispońõvel. Por outro lado, os osciladores
locais, em si, devem ser feixes intensos em estado coerente, o que indica que o
rúõdo intŕõnseco de fase que eles possuem deve ser limitado ao rúõdo qu�antico
padr�ao ou shot noise. Em geral, é posśõvel obter tais feixes empregandos
lasers de Tit�anio:saÞra estabilizados em freqü�encia.
Outro detalhe importante é o ampliÞcador de ganho variável. Esse am-

pliÞcador deve ser de ultra-baixo rúõdo com uma banda passante da ordem
de centenas de megahertz. Dessa forma podemos evitar a modiÞcaç�ao das
ßutuaç�oes da quadratura a ser medida. Com relaç�ao aos fotodetectores, eles
devem ser escolhidos com uma eÞci�encia qu�antica de convers�ao que deve ser
praticamente a mesma para todos eles. A resposta em freqü�encia desses
fotodetectores também deve satisfazer a mesma condiç�ao.
Dada a correspond�encia entre os critérios das vari�ancias inferidas e DGCZ

(ver seç�ao 4.3.4), essa mesma montagem pode ser empregada para a imple-
mentaç�ao experimental deste último critério.

Conclus�oes

Neste caṕõtulo apresentamos o estudo experimental do rúõdo de intensidade
dos feixes sonda e de bombeio, realizado em um vapor at�omico de 85Rb. Na
condiç�ao de transpar�encia induzida, ambos feixes apresentaram excesso de
rúõdo. Essa estat́õstica super-poissoniana do número de fótons mostrou que
a utilizaç�ao do esquema de detecç�ao homodina aumenta a sensibilidade na
observaç�ao de efeitos coerentes em meios at�omicos.
A correlaç�ao de intensidade entre os feixes também foi medida, observan-

do-se que os feixes s�ao totalmente independentes, exceto na situaç�ao corres-
pondente à transpar�encia induzida, onde a correlaç�ao entre eles é mensurável.
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Transpar�encia Induzida

A import�ancia da correlaç�ao prevista e observada é dupla. Em primeiro lu-
gar, ela indica que quando s�ao investigadas as propriedades qu�anticas de um
dos feixes numa situaç�ao em que existe coer�encia no meio at�omico (como no
caso da transpar�encia induzida), n�ao podemos tratar nenhum dos campos
como clássico, como é feito por vários autores. Em particular, na situaç�ao de
transpar�encia induzida, a redistribuiç�ao coerente dos fótons entre os campos
pelos átomos introduz uma correlaç�ao entre as ßutuaç�oes dos feixes sonda e
de bombeio. Por outro lado, é posśõvel observar correlaç�oes qu�anticas entre
esses feixes, o que pode ser utilizado no contexto da informaç�ao qu�antica.
Os resultados experimentais obtidos corroboraram as previs�oes teóricas

apresentadas no caṕõtulo anterior.



Caṕõtulo 6

Conclus�oes

Neste trabalho de tese apresentamos o estudo teórico e experimental das ßu-
tuaç�oes qu�anticas dos feixes sonda e de bombeio na condiç�ao de transpar�encia
induzida por laser. Primeiramente, estudamos os conceitos fundamentais
relacionados com as ßutuaç�oes qu�anticas do campo eletromagnético. Intro-
duzimos os operadores de quadratura do campo e estudamos como casos
particulares os estados de vácuo, coerente e comprimido do campo de ra-
diaç�ao.

Em seguida, foi apresentado nosso primeiro resultado original. Um análo-
go clássico da transpar�encia induzida por laser, desenvolvido com a intenç�ao
de criar uma intuiç�ao f́õsica do fen�omeno da transpar�encia induzida. Com os
sistemas clássicos utilizados conseguimos reproduzir toda a fenomenologia da
transpar�encia induzida observada em meios at�omicos. O estudo teórico reali-
zado com o sistema mec�anico formado por massas e molas, além de mostrar a
mesma resposta da absorç�ao dos átomos ao feixe sonda, também reproduziu o
comportamento dispersivo do meio at�omico. Para a investigaç�ao experimen-
tal da analogia clássica da transpar�encia induzida por laser, empregamos dois
circuitos ressonantes RLC acoplados. As curvas experimentais obtidas com
esse sistema mostraram um sinal análogo ao sinal de transpar�encia obser-
vado em sistemas qu�anticos. Com esse circuito elétrico também foi posśõvel
simular o dubleto Autler-Townes.
Dada a exist�encia de um análogo clássico, a procura de efeitos intrinse-

camente qu�anticos na situaç�ao de transpar�encia induzida por laser tornou-se
uma quest�ao relevante.

Neste trabalho foi apresentada a formulaç�ao teórica do fen�omeno da
transpar�encia induzida utilizando as equaç�oes qu�anticas de Langevin. Os
campos sonda e de bombeio foram tratados quanticamente, o que permi-
tiu estudar suas ßutuaç�oes. Considerando explicitamente o hamiltoniano da
fonte de cada laser, foi desenvolvido um modelo para o campo propagante
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que n�ao precisa de uma cavidade em anel para tratar o problema da interaç�ao
com os átomos. As equaç�oes de evoluç�ao temporal, derivadas para os ope-
radores dos campos, conÞrmaram a validade desse modelo. Considerar uma
cavidade em anel para estudar a interaç�ao entre os átomos e modos propa-
gantes do campo é conceitualmente mais simples do que utilizar o modelo
proposto neste trabalho. Contudo, as experi�encias realizadas em aus�encia de
cavidade s�ao diretamente descritas através de nossa formulaç�ao.
Nossa descriç�ao teórica da transpar�encia induzida por laser resumiu-se

por um conjunto de doze equaç�oes qu�anticas de Langevin. A partir dessas
equaç�oes, e utilizando o método de linearizaç�ao das ßutuaç�oes em torno do es-
tado estacionário, apresentamos nossas previs�oes teóricas para duas situaç�oes
diferentes. Na primeira delas, investigamos a resposta do meio at�omico ao
feixe sonda, como parte do estudo dos valores médios das variáveis do sis-
tema. Essa pesquisa, realizada no regime de intensidades no qual usualmente
é observada a transpar�encia induzida por laser em vapores at�omicos, mostrou
exatamente o mesmo comportamento reportado anteriormente na literatura.
Por outro lado, observamos um comportamento biestável dos campos sonda
e de bombeio quando a intensidade de suas respectivas fontes era mudada.
A causa dessa biestabilidade está na coer�encia entre os estados fundamentais
at�omicos, que acaba criando uma interdepend�encia entre as amplitudes dos
campos.
Na segunda parte das previs�oes teóricas, foi apresentado o estudo da cor-

relaç�ao e das ßutuaç�oes qu�anticas dos campos no estado estacionário. Na
condiç�ao de transpar�encia induzida, observamos a exist�encia de excesso de
rúõdo na quadratura amplitude dos feixes sonda e de bombeio, considerados
inicialmente em estado coerente. Como mostrou nossa análise, esse excesso
de rúõdo é uma conseqü�encia da coer�encia gerada no meio at�omico por am-
bos feixes. No estado correspondente à situaç�ao de transpar�encia induzida,
existe um equiĺõbrio din�amico de troca de fótons entre os campos via átomo,
que n�ao afeta o valor médio da intensidade dos mesmos. No entanto, suas
propriedades estat́õsticas s�ao alteradas de maneira signiÞcativa. Nossos resul-
tados mostraram que os átomos, ao redistribúõrem os fótons entre os campos,
acabam criando uma correlaç�ao entre os feixes, que só existe na situaç�ao de
transpar�encia induzida.
Para determinarmos se a correlaç�ao observada era de natureza clássica

ou qu�antica, foram utilizados os critérios das vari�ancias inferidas e o teorema
de Duan, Giedke, Cirac e Zoller (critério DGCZ). Primeiramente, tomando
iguais as intensidades dos campos, foram estudadas as ßutuaç�oes da quadra-
tura da fase dos campos, observando-se a exist�encia de compress�ao de rúõdo
em ambas. Esse estudo também mostrou que elas estavam correlacionadas.
O passo seguinte consistiu na aplicaç�ao do critério das vari�ancias inferidas,
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que indicou que os feixes sonda e de bombeio estavam correlacionados no
ńõvel qu�antico. Este último resultado foi corroborado pelo critério DGCZ.
Considerando a tend�encia atual das pequisas na ótica qu�antica, o fato de

termos encontrado emaranhamento (entanglement) entre os feixes sonda e de
bombeio, na situaç�ao correspondente à transpar�encia induzida, é um resul-
tado de marcada relev�ancia. Em primeiro lugar, o emaranhamento pode ser
utilizado na computaç�ao e informaç�ao qu�anticas. Aplicaç�oes tais como a crip-
tograÞa e a teleportaç�ao também s�ao posśõveis, graças à exist�encia de uma
correlaç�ao qu�antica em um determinado sistema f́õsico. Em segundo lugar,
as propostas da maioria dessas aplicaç�oes consideram sistemas descritos por
variáveis dicot�omicas como, por exemplo, um par de fótons correlacionados
em polarizaç�ao e gerados por convers�ao paramétrica, ou decaimento radia-
tivo de uma molécula excitada. O fato dos feixes sonda e de bombeio, de
intensidades macroscópicas, estarem emaranhados permite a implementaç�ao
prática de algumas das aplicaç�oes acima mencionadas.
Outro ponto a destacar é que a correlaç�ao qu�antica prevista acontece em

um sistema que está submetido à aç�ao de um reservatório e, portanto, n�ao
é, digamos assim, �limpo�, requerimento praticamente necessário quando
queremos utilizar o emaranhamento entre um par de fótons.
Um estudo preliminar sobre a funç�ao de Wigner conjunta dos campos foi

realizado. Os resultados obtidos mostraram que na situaç�ao em que os cam-
pos estavam emaranhados essa funç�ao apresentava valores negativos. Dado o
caráter incipiente dessa pesquisa, preferimos n�ao apresentar esses resultados
neste trabalho.
O excesso de rúõdo da quadratura amplitude previsto pela nossa teoria foi

conÞrmado pelos nossos resultados experimentais. Na realidade, foi medido
o rúõdo de intensidade ou número de fótons dos campos que é diretamente
proporcional à vari�ancia da quadratura amplitude. A correlaç�ao de intensi-
dade entre os feixes também foi medida e vimos que ela é diferente de zero
apenas na condiç�ao correspondente à transpar�encia induzida, conÞrmando
uma vez mais nossas previs�oes teóricas.
A modo de perspectiva futura deste trabalho, Þnalizando a apresentaç�ao

dos resultados experimentais, foi proposta uma montagem experimental que
pode ser utilizada para investigar a natureza da correlaç�ao entre os feixes
sonda e de bombeio. Atualmente, estamos preparando dois lasers de tit�anio
saÞra, além da eletr�onica necessária à realizaç�ao dessa experi�encia, que deve
ser feita usando um meio de átomos frios de Rb.
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Ap�endice A

Espectro de Rúõdo de uma
Variável Estocástica

Suponhamos que z(t) é uma variável estocástica real commédia nula, hz(t)i =
0. Nesse caso, a funç�ao de autocorrelaç�ao dessa variável é deÞnida como

Cz(t, t
0
) ≡ hz(t), z(t0)i = hz(t) z(t0)i− hz(t)ihz(t0)i = hz(t) z(t0)i . (A.1)

Se a variável z(t) representa um processo estocástico estacionário, ent�ao
a funç�ao de autocorrelaç�ao n�ao depende do instante em que começou o
processo, e sim da diferença entre os tempos t e t

0
. De modo que, fazendo

τ ≡ t− t0 , (A.2)

teremos

Cz(τ ) = hz(t) z(t− τ)i . (A.3)

Sendo o processo estacionário, a densidade espectral do rúõdo S(Ω) [8] de
z(t) é deÞnida como a transformada de Fourier de (A.3)

S(Ω) =

Z
dτeiΩτCz(τ ) , (A.4)

e portanto, utilizando a transformada de Fourier inversa encontramos

Cz(t, t
0
) = Cz(τ ) =

Z
dΩ

2π
e−iΩτS(Ω) . (A.5)

Introduzindo a transformada de Fourier z(Ω) de z(t)

z(Ω) =

Z
dt eiΩtz(t) , (A.6)



136 Espectro de Rúõdo de uma Variável Estocástica

a funç�ao de autocorrelaç�ao no espaço das freqü�encias será

Cz(Ω,Ω
0
) ≡ hz(Ω), z(Ω0

)i = hz(Ω) z(Ω0
)i , (A.7)

que utilizando (A.6) toma a forma

Cz(Ω,Ω
0
) = h

Z Z
dt dt

0
eiΩt+iΩ

0
t
0
z(t) z(t

0
)i =

=

Z Z
dt dt

0
eiΩt+iΩ

0
t
0 hz(Ω) z(Ω0

)i , (A.8)

ou

Cz(Ω,Ω
0
) =

Z Z
dt dt

0
eiΩt+iΩ

0
t
0
Cz(t, t

0
) , (A.9)

de onde achamos por tranformada inversa

Cz(t, t
0
) =

Z Z
dΩ

2π

dΩ
0

2π
e−iΩt−iΩ

0
t
0
Cz(Ω,Ω

0
) . (A.10)

Comparando (A.10) com (A.5) vemos que Cz(Ω,Ω
0
) deve ser da forma

Cz(Ω,Ω
0
) = 2π δ(Ω+ Ω

0
)S(Ω) , (A.11)

ou

hz(Ω) z(Ω0
)i = 2π δ(Ω+ Ω0

)S(Ω) . (A.12)

Para uma variável estocástica complexa, teŕõamos

hz(Ω) z∗(Ω0
)i = 2π δ(Ω+ Ω0

)S(Ω) , (A.13)

e no caso de um operador vetor δ bX(Ω)
hδ bX(Ω) δ bX�(Ω

0
)i = 2π δ(Ω+ Ω0

)S(Ω) , (A.14)

onde agora S(Ω) é a matriz de densidade espectral do rúõdo.



Ap�endice B

Equaç�ao Qu�antica de Langevin
para um Sistema Geral

Vamos supor que o hamiltoniano total de um sistema submetido à aç�ao de
um reservatório tenha a forma [27]

�H = �HS + �HR + �HS−R , (B.1)

com os hamiltonianos do reservatório e de interaç�ao dados pelas express�oes

�HR =

Z +∞

−∞
dω ~ω�b�(ω)�b(ω) , (B.2)

�HS−R = i~
Z +∞

−∞
dω κ(ω)

³
�b�(ω)�c(t)− �c�(t)�b(ω)

´
, (B.3)

onde �c(t) na Eq. (B.3) representa um operador do sistema, e os operadores
do reservatório satisfazem a relaç�ao de comutaç�ao

[�b(ω), �b�(ω
0
)] = δ(ω − ω0) . (B.4)

As equaç�oes de Heisenberg para um operador qualquer do sistema �a(t), e
para os operadores do reservatório t�em a forma

d�a(t)

dt
=
1

i~
[�a(t), �HS] +

Z +∞

−∞
dω κ(ω)(�b�(ω)[�a(t), �c(t)]−

− [�a(t), �c�(t)]�b(ω)) , (B.5)

d�b(ω)

dt
= −iω�b(ω) + κ(ω)�c(t) . (B.6)
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Integrando formalmente a Eq. (B.6) achamos

�b(ω) = �b0(ω)e
−iω(t−t0) + κ(ω)

Z t

t0

dt
0
�c(t

0
)e−iω(t−t

0
) , (B.7)

onde �b0(ω) é o valor de �b(ω) no instante de tempo t0 < t.
Colocando o resultado anterior em (B.5) encontramos

d�a(t)

dt
=
1

i~
[�a(t), �HS] +

Z +∞

−∞
dω κ(ω){eiω(t−t0)�b�0(ω)[�a(t), �c(t)]−

− [�a(t), �c�(t)]e−iω(t−t0)�b0(ω)}+
+

Z +∞

−∞
dω κ(ω)2

Z t

t0

dt
0{eiω(t−t0 )�c�(t0)[�a(t), �c(t)]−

−[�a(t), �c�(t)]e−iω(t−t0)�c(t0)} . (B.8)

Introduzindo a primeira aproximaç�ao de Markov, que sup�oe κ(ω) cons-
tante

κ(ω) =

r
γ

2π
, (B.9)

e utilizando as seguintes propriedades da funç�ao delta de DiracZ +∞

−∞
dω e−iω(t−t

0
) = 2π δ(t− t0) , (B.10)

Z t

t0

dt
0
�c(t

0
)δ(t− t0) = 1

2
�c(t) , (B.11)

encontramos Þnalmente a seguinte equaç�ao qu�antica de Langevin para o ope-
rador �a(t)

d�a(t)

dt
=
1

i~
[�a(t), �HS]− [�a(t), �c�(t)]

³γ
2
�c(t) +

√
γ�bin(t)

´
+

+
³γ
2
�c�(t) +

√
γ�b�in(t)

´
[�a(t), �c(t)] , (B.12)

onde o operador �bin(t) está deÞnido pela equaç�ao

�bin(t) =
1√
2π

Z +∞

−∞
dω e−iω(t−t0)�b0(ω) , (B.13)

e obedece a relaç�ao de comutaç�ao

[�bin(t), �b
�
in(t

0
)] = δ(t− t0) . (B.14)



Ap�endice C

Cálculo das Constantes de
Acoplamento

A partir das deÞniç�oes da amplitude E0ωL do campo elétrico [ver Eq.(2.9)] e
da constante de acoplamento por fóton (4.18), encontramos

g = −D
r

π c

~²0SLλ
, (C.1)

onde D, c, ²0, S, L, e λ s�ao o momento dipolar da transiç�ao at�omica em
quest�ao, a velocidade da luz, a permissividade dielétrica do vácuo, a área da
seç�ao transversal do feixe, o comprimento da célula que contém os átomos e
o comprimento de onda da luz, respectivamente. Para obter a relaç�ao C.1
assumimos que a densidade de fótons no volume ocupado pelo modo do
campo é uniforme.
Suponhamos λ = 780 nm, um feixe de 1 mm de di�ametro e uma célula

de 5 cm de comprimento.
A seguir apresentaremos tr�es métodos diferentes para calcular o momento

dipolar da transiç�ao at�omica e a constante de acoplamento por fóton.

Cálculo estimado

Supondo que, para o átomo de Rb, o momento dipolar da transiç�ao at�omica
entre os estados |5s1/2, F = 3i (|5s1/2, F = 2i) e |5p3/2, F 0

= 3i seja da
ordem de 3qa0, onde q e a0 s�ao respectivamente a carga do elétron e o raio
da primeira órbita de Bohr, encontramos para a constante de acoplamento
por fóton o valor

g = −1, 56× 10−1 MHz . (C.2)
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Cálculo utilizando a largura natural do estado excitado

A partir do cálculo qu�antico do tempo de vida de um estado at�omico exci-
tado [29], encontramos a seguinte express�ao para a taxa de emiss�ao espont�anea

Γ =
1

3π²0

(2π)3

~λ3
D2 , (C.3)

de onde o momento dipolar da transiç�ao at�omica é dado pela express�ao
seguinte

D =
r
Γ
3²0~
8π2

λ3 . (C.4)

Colocando a largura natural do estado excitado do Rb (Γ = 2π 6 MHz)
na Eq.(C.4), obtemos para g o valor

g = −1, 45× 10−1 MHz . (C.5)

Cálculo utilizando a intensidade das linhas espectrais

A taxa de emiss�ao espont�anea entre um estado excitado w vezes degenerado
e um estado fundamental w

0
vezes degenerado é dada pela express�ao

Γ(e, f) =
1

3π²0

(2π)3

~λ3
1

w

X
i,f

|hf | ~D|ii|2 . (C.6)

No caso do rub́õdio teremos

Γ(5p, 5s) =
1

3π²0

(2π)3

~λ3
1

w5p
S0 , (C.7)

onde a força da linha espectral S0 é deÞnida pela relaç�ao [65]

S0 = S(5p, 5s) =
X
ml,m

0
l

|h5s m0
l| ~D|5p mli|2 . (C.8)

Considerando o acoplamento LS, o estado de um átomo é descrito pelo
conjunto de números qu�anticos nLSJM , e a força de uma linha espectral é
deÞnida como:

S(nLSJ ;n
0
L
0
SJ

0
) = |hnLSJ ||D||n0L0

SJ
0i|2 , (C.9)
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onde o elemento de matriz reduzido é dado por

|hnLSJ ||D||n0L0
SJ

0i|2 =
X
mL,m

0
L

|hnLSJmL| ~D|n0L0
SJ

0
m

0
Li|2 , (C.10)

que, utilizando os śõmbolos 6j de Wigner, toma a forma

|hnLSJ ||D||n0L0
SJ

0i|2 = (2J + 1)(2J 0 + 1)
½
L J S
J
0
L
0
1

¾2
|hnL||D||n0L0i|2 .

(C.11)

Considerando que os śõmbolos 6j de Wigner satisfazem as seguintes regras
de adiç�ao: X

J
0
(2J

0
+ 1)

½
L J S
J
0
L
0
1

¾2
=

1

2L+ 1
, (C.12)X

J

(2J + 1) = (2L+ 1)(2S + 1) , (C.13)

encontramos Þnalmente

S(nLS;n
0
L
0
S) = (2S + 1)|hnL||D||n0L0i|2 , (C.14)

e

S(nLSJ ;n
0
L
0
SJ

0
) = S(nLS;n

0
L
0
S)Q(LSJ ;L

0
SJ

0
) , (C.15)

onde a força total de uma linha múltipla (linha formada por várias emiss�oes)
S(nLS;n

0
L
0
S) e as intensidades relativas de cada linha Q(LSJ ;L

0
SJ

0
) s�ao

deÞnidas pelas relaç�oes

S(nLS;n
0
L
0
S) =

X
J,J 0

S(nLSJ ;n
0
L
0
SJ

0
) , (C.16)

Q(LSJ ;L
0
SJ

0
) =

(2J + 1)(2J
0
+ 1)

2S + 1

½
L J S
J
0
L
0
1

¾2
. (C.17)

Para as intensidades relativas as seguintes regras de adiç�ao s�ao válidasX
J
0
Q(LSJ ;L

0
SJ

0
) =

2J + 1

(2L+ 1)(2S + 1)
, (C.18)X

J,J
0
Q(LSJ ;L

0
SJ

0
) = 1 . (C.19)
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A Eq.(C.18) implica que a soma das forças das linhas que partem de um
ńõvel J é proporcional à degeneresc�encia do ńõvel, e isto permite conhecer
a força de uma linha espectral sem calcular necessariamente o valor dos
śõmbolos 6j.

Quando consideramos a estrutura hiperÞna, as intensidades relativas s�ao
dadas pela relaç�ao

Q(JIF ;J
0
IF

0
) =

(2F + 1)(2F
0
+ 1)

2I + 1

½
J F I
F

0
J
0
1

¾2
, (C.20)

a partir da qual a força das linhas espectrais da estrutura hiperÞna calcula-se
como:

S(nLSJIF ;n
0
L
0
SJ

0
IF

0
) = S(nLSJI;n

0
L
0
SJ

0
I)Q(JIF ; J

0
IF

0
) . (C.21)

Considerando a degeneresc�encia do spin nuclear I encontramos

S(nLSJI;n
0
L
0
SJ

0
I) = (2I + 1)S(nLSJ ;n

0
L
0
SJ

0
) , (C.22)

de modo que a Eq.(C.21) toma Þnalmente a forma

S(nLSJIF ;n
0
L
0
SJ

0
IF

0
) = (2I + 1)S(nLSJ ;n

0
L
0
SJ

0
)Q(JIF ;J

0
IF

0
) .
(C.23)

Levando em conta as relaç�oes anteriores, o momento dipolar de uma
transiç�ao entre dois ńõveis hiperÞnos F e F

0
pode ser calculado empregando

a equaç�ao

hF 0|D|F i =
p
S(nLSJI;n0L0SJ 0I)Q(JIF ; J 0IF 0) . (C.24)

No caso particular do 85Rb temos

S(n = 5, L = 1, S = 1/2, J = 3/2, I = 5/2;

n = 5, L = 0, S = 1/2, J = 1/2, I = 5/2) =
24

3
S0 ,

S(n = 5, L = 1, S = 1/2, J = 1/2, I = 5/2;

n = 5, L = 0, S = 1/2, J = 1/2, I = 5/2) =
12

3
S0 , (C.25)

e as intensidades relativas Q(JIF ; J
0
IF

0
), calculadas para a transiç�ao F →

F
0
, s�ao apresentadas nas Tabs. C.1 e C.2



143

F 1 2 3 4

F
0

2 27/216 35/216 28/216 0
3 0 10/216 35/216 81/216

Tabela C.1: Q(J = 3/2, I = 5/2, F ; J
0
= 1/2, I = 5/2, F

0
)

F 2 3

F
0

2 10/108 35/108
3 35/108 28/108

Tabela C.2: Q(J = 1/2, I = 5/2, F ; J
0
= 1/2, I = 5/2, F

0
)

Utilizando a Eq.(C.24) encontramos os seguintes valores para os momen-
tos dipolares das transiç�oes |5p3/2, F = 3i → |5s1/2, F 0

= 3i e |5p3/2, F =
3i→ |5s1/2, F 0

= 2i

h5p3/2, F = 3|D1|5s1/2, F 0
= 3i = 3, 04× 10−29 C.m. ,

h5p3/2, F = 3|D2|5s1/2, F 0
= 2i = 2, 72× 10−29 C.m. ,

(C.26)

e Þnalmente, as constantes de acoplamento por fóton para o feixes de bombeio
g1 e sonda g2 s�ao

g1 = −1, 75× 10−1 MHz , g2 = −1, 56× 10−1 MHz . (C.27)
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Ap�endice D

Cálculo da Matriz de Difus�ao
das Variáveis At�omicas

Consideremos que um vetor hipotético S̄ formado pela variável at�omica S e
sua variável adjunta1

S̄ =

µ
S
S+

¶
,

obedece a equaç�ao de evoluç�ao (a depend�encia das variáveis tem sido omita
para simpliÞcar a escrita)

dS̄

dt
= −A.S̄ + λ̄+ f̄ , (D.1)

onde a matriz hipotética A, e os vetores dos termos independentes λ̄ e das
forças de Langevin f̄ s�ao deÞnidos da forma seguinte

A =

µ
a∗ b
b∗ a

¶
,

λ̄ =

µ
λ
λ∗

¶
,

f̄ =

µ
F
F ∗

¶
.

1As notaç�oes empregadas neste ap�endice s�ao exclusivas deste ap�endice.
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Reescrevendo a Eq.(D.1) utilizando as deÞniç�oes anteriores teremos

dS

dt
= −a∗S − bS+ + λ+ F , (D.2)

dS+

dt
= −aS+ − b∗S + λ∗ + F � . (D.3)

A partir das Eqs.(D.2) e (D.3), as velocidades de deriva das variáveis S e
S+, deÞnidas pelos termos da equaç�ao de evoluç�ao que n�ao contem as forças
de Langevin, s�ao dadas pelas express�oes

D(S) = −a∗S − bS+ + λ , (D.4)

D(S+) = −aS+ − b∗S + λ∗ , (D.5)

as quais permitem calcular o coeÞciente de difus�ao das forças de Langevin
utilizando a relaç�ao generalizada de Einstein [29]

Dqq0 = hD(BqB�q0 )−D(Bq)B
�
q0 − BqD(B

�
q0 )i , (D.6)

onde todas as grandezas s�ao tomadas no mesmo instante de tempo.
Na nossa situaç�ao particular, o ṍndice q toma os valores 1 e 2, B1 = S e

B2 = S
+. Agora bem, calculando os valores médios no estado estacionário, o

termo hD(BqB�q0 )i é nulo, pois o produto de duas variáveis at�omicas também
é uma variável at�omica. Dessa forma, deveremos calcular os seguintes coeÞ-
cientes de difus�ao

D11 = −hD(S)S+i− hSD(S+)i (D.7)

D12 = −hD(S)Si− hSD(S)i (D.8)

D21 = −hD(S+)S+i− hS+D(S+)i (D.9)

D22 = −hD(S+)Si− hS+D(S)i . (D.10)

Calculemos, a modo de exemplo, os coeÞcientes D11 e D12. Utilizando as
velocidades de deriva (D.4), (D.5) e as relaç�oes (D.7)�(D.10) encontramos

D11 = a
∗hSS+i+ bhS+S+i− λhS+i+ hSS+ia+ hSSib∗ − hSiλ∗ (D.11)

D12 = a
∗hSSi+ bhS+Si− λhSi+ hSSia∗ + hSS+ib− hSiλ . (D.12)

De maneira análoga podemos calcular os restantes coeÞcientes e agrupar
o resultado retornando à notaç�ao matricial. Introduzindo a matriz S̄S̄�

S̄S̄� =
µ
SS+ SS
S+S+ S+S

¶
,

a matriz de difus�ao da variável S̄ é dada pela express�ao

D = A.hS̄S̄�i+ hS̄S̄�i.A� − λ̄hS̄�i− hS̄iλ̄� . (D.13)
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