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Guia del experimento “La Barra que cae” — Los efectos de los vinculos

A) Introduccion al experimento

Todos los objetos en caida libre en las proximidades de la superficie de la Tierra tienen una
aceleracién constante, g, cuando se puede ignorar la resistencia del aire. Este experimento comprueba
si esta propiedad es cierta 0 no para un cuerpo conectado a un soporte por un eje, de manera que
cuando se abandona a la accion de la gravedad, cae, girando alrededor de ese eje. La cuestion es
entender si girar libremente alrededor de un eje fijo es lo mismo que caer libremente.

B) Procedimento de analisis

B1. Modelo. Mira los videos del experimento y observa el movimiento de la barra. Reflexiona 'y
describelo, usando tus propias palabras (estas notas no seran calificadas, pero permitiran
comprobar tu concepcion inicial cuando termines el informe):

i. En el aparato experimental, localiza los vinculos de la barra. ;Como se mantienen a lo largo del
movimiento? Y ¢que constituyen esos vinculos? Identifica cuéales de sus propiedades son
importantes para mantenerlos intactos durante todo el movimiento. Asegurate de tener en cuenta
que la barra es un conjunto (enorme) de particulas, ¢por qué permanecen juntas?

ii. Crea un modelo del sistema para que cualquier persona pueda entender coémo se ensambla, qué
ocurre y por qué. En otras palabras, describe el aparato experimental, incluyendo los elementos
que influyen en el movimiento filmado, asi como las propiedades de los elementos que son
importantes para el particular movimiento observado, pero sin usar palabras tipicas de la fisica.

iii. ¢Cual es el papel de cada uno de los vinculos en el movimiento de la barra?

iv. Trata de entender por que, durante la caida, el extremo de la barra se adelanta a la esferita; trata
de esbozar una respuesta para este hecho. A partir de lo que observaste en el video, ¢podrias
anticipar si la aceleracion de la barra es constante? ;Por qué? ¢Su valor seria menor, igual o
mayor que g? Mira el video de la cadena que cae, en la pestafia Videos e quadros.

v. Construye el modelo fisico del aparato experimental, es decir, escribe un texto que explique
cémo las fuerzas que actlan sobre la barra causan el movimiento observado, sin utilizar
ecuaciones, pero incluyendo términos como fuerza, torque, momento de inercia, aceleracion
angular, etc.

Es importante centrarse en estas cuestiones, ya que nos permiten establecer una primera hipotesis
sobre la forma en que cae ese objeto.

B2. Toma de datos. Observa las imagenes del conjunto que se te asignd. Mide las posiciones angulares
de la linea dibujada en la barra, leida en el transportador, y los tiempos, para cada una de las imagenes.
Coloca esos valores en diferentes columnas. Ten en cuenta que el transportador tiene dos valores de
escala para cada angulo; usa el que esta mas alejado de las marcas, los angulos leidos deberan estar
entre 0 y 34°. No olvides estimar las desviaciones estandar de los angulos y usar la cantidad adecuada
de digitos significativos; la incertidumbre en el tiempo puede ser ignorada.

B3. Modelo matematico. Probablemente el modelo fisico del item Bl.v atribuye la aceleracion
angular de la barra al torque del peso. Por otro lado, identificar que el eje de rotacion de la barra, que
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esta fijo, agrega una dificultad para que la barra acelere es importante ya que depende de su momento
de inercia en relacion con ese eje. La rigidez de la barra, junto con el eje de rotacion fijo, determina
la relacion entre la velocidad lineal y angular de la barra, para todos sus puntos.

Usando esos elementos, escribe la ecuacion de movimiento de la barra alrededor del eje y la relacién
matematica entre la velocidad angular (una para toda la barra) y la velocidad lineal (diferente para
cada punto de la barra). La Figura 1 muestra un esquema de la disposicion de los elementos del
aparato experimental, donde las letras E, CM y P representan los puntos donde se encuentran el eje
de rotacion, el centro de masa y el extremo de la barra, respectivamente. H y Q son los puntos de la
linea horizontal que pasa por E y estan alineados verticalmente con CM y P, respectivamente. En la
Tabla 1 se muestran los valores de las magnitudes fisicas necesarias para desarrollar el modelo, pero
de todos los valores proporcionados, solo a y & entraran en los célculos — las otras cantidades se
cancelan a lo largo del desarrollo matematico, o tienen valores que se pueden ignorar en este analisis.

Tabla 1. Caracteristicas del aparato
experimental, aunque algunos no sean
necesarios para los calculos que se
realizaran con el modelo. Los nombres y
dimensiones se muestran en la Figura 1. Las
incertidumbres de estos datos son menores
que el digito menos significativo de la lista.

Dimension Valor

a (longitud de la barra) 55,0 cm

6 (distancia eje-extremidad) 0,63 mm

) masa de la barra 124 g

Figura 1. Esquema de la barra, fuera de escala, ancho de la barra 0.8cm
identificando la posicion de los puntos espesura de la barra 0.3cm
men_cionagjos en el texto. La longitudes &,y d es | ["giametro del eje 0.21 cm
la d_|stanC|a de_sde_el centro de_ masa (CM) hasta g, aceleracion local de la 979 cm/s2
el eje (E). El dibujo de la izquierda, en la parte gravedad

superior de la figura, detalla la posicién del eje
en relacion al extremo de la barra.

B4. Explorando el movimiento. Mira una vez mas el video en el que la barra y una esfera se abandonan
a la accion de la gravedad en el mismo instante; es evidente que la barra solo se adelanta a la esfera
cerca del final del movimiento, lo que sugiere que la aceleracion al principio es menor que g vy al
final, mayor que g.

Comprueba si el modelo del item B3 tiene esta propiedad, calculando la componente vertical de la
aceleracion de la punta de la barra cuando se encuentra en las posiciones inicial (6, = 33,85°) y final
(5 = 0°). Para eso:

i.  Determina la aceleracién angular de la barra a partir del torque del peso y el momento de
inercia.

ii.  Con ese valor y la distancia desde la punta de la barra hasta el eje, calcula la componente
tangente de la aceleracion del extremo de la barra.
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iii.  Calcula la componente vertical de la aceleracion tangente del extremo de la barra.

Nota que la aceleracion centripeta del extremo de la barra es cero al comienzo del movimiento (en
6, la velocidad es nula) y tiene direccion horizontal cuando 8 = 0°, es por eso que no contribuye con
la componente vertical de la aceleracion en estos dos angulos, y solo en ellos .

B5. Célculo de la posicion de la barra. La ecuacién de movimiento de la barra (objeto del item B3y
que se utilizé en los célculos del item B4), debe tener la forma

d?o

ez —Ccos@ (D

donde 8 es el angulo de la barra con la horizontal, t el tiempo, y C es una expresion algébrica de las
cantidades a, d y g, cuyo valor numérico es constante para este experimento y debe ser calculado a
partir de los valores de la Tabla 1.

Las condiciones iniciales del movimiento, usando w para representar la velocidad angular de la barra,
son

6(0) = 6, @
0_d9 =0 3
w(©0) = | = 3

porque la barra esta inicialmente parada en el angulo 8, cuyo valor numérico fue dado en el item
B4.

La ecuacion diferencial de la formula (1) no tiene solucion analitica con las funciones transcendentes
simples (seno, coseno, exponencial, logaritmo), asi guiaremos para que sea resuelta numéricamente.
El esquema general para eso estd em el Anexo 1; aqui nos limitaremos a montar la planilla para este
calculo especifico — lee antes de realizar el calculo!

Comenzaremos con la definicion de un intervalo de tiempo pequefio, At = 0,005, durante el cual la
aceleracién y la velocidad son aproximadamente constantes. Se monta una planilla como la de la
Figura 2, pero con el valor correcto de C —usamos C = 30/s? solamente para ilustrar el procedimiento.

! Para convertir grados a rad en el Excel o Hojas de calculo de Google, multiplica por “pi( )/180”.



Mecanica EXperimental com Imagens Instituto de Fisica — Universidade de Sdo Paulo

A B C D

1 At(s) 0,005 C (1/52) 30,0
2

3 t (s) theta (rad) omega (rad/s) alfa (rad/s"2)
4 0 05917 0,000 24,90
5 0005 05917 -0,125 24,90
6| 001 05910 -0,249 24,91
7 0,015 0,5898 0,374 24,93
8 0,02  0,5879 -0,498 24,96
9 0,025 0,5854 -0,623 -25,00
10 0,03  0,5823 -0,748 25,06

Figura 2. Imagen de una parte de la planilla que calcula la posicion de la barra en funcién del
tiempo mediante la integracion numérica de la ecuacion (1). Los unicos valores escritos en la
planilla son los de las celdas B1, D1, A4, B4 y C4. En las celdas D4, A5, B5 y C5 se escriben las
formulas que corresponden al método de integracion numérica de Euler (ver texto), las cuales se
copian en las celdas A, B, C y D de las filas que siguen a la linea 4.

Los tiempos en que la posicion serd calculada fueron elegidos equiespaciados, por un valor
At = 0,005 s insertado en la celda B1. El tiempo inicial fue para la celda A4 y la formula para los
demas tiempos ( t;;, = t; + At ) en la celda A5, = A4 + $B$1 (0 =A4 + B$1), que muda las lineas
adecuadamente al ser copiada para las demas celdas de la columna A, que generan los valores
siguientes.

El angulo inicial fue digitado em la celda B4, y su cambio, después de un At depende de la velocidad
angular, 6;,, = 0, + w; At, de modo que la formula de la celda B5 es = B4 + C4*$B$1, ya con la
forma para ser copiada para las demas lineas de la coluna B.

La velocidad inicial fue digitada em la celda C4, y su cambio después de un At depende de la
aceleracion angular, w;;; = w; + a; At de manera que la formula de la celda C5 es = C4 + D4*$B$1,
que debe ser propagada para las otras lineas de la columna C.

Finalmente, em la celda D4 entra la formula de la aceleracién angular dada por la ecuacion (1),
a = —C cos 0: = - $D$1 * COS(A4), después copiada para todas las demas celdas de la columna D.

(Opcional: el método de Euler es facil de programar y entender, pero un examen de la planilla deja
evidente un problema: las posiciones en t = 0 y t = At son iguales, lo que no es correcto. Una

. .y, . . . At . .
aproximacion mejor consiste en usar la velocidad en t = - que resulta mejor aproximada por

w(At) = %a(O)At —nota que a(0) = a(At), porque la barra esta inicialmente parada. En general,

2

es siempre mejor calcular 6(t; ;) = 0(¢t;) + w ( At — esa es exactamente la aproximacion que

usamos para calcular numéricamente la velocidad a partir de la posicion, basta aislar w en esa
relacion. Ademas de eso, el razonamiento vale también para la estimativa de la velocidad a partir de

.y t; t; ti t; , . ..
la aceleracion: w (%) =w (%J”) + a(t;;,)At. Asi, al substituir el valor digitado en la celda



Mecanica EXperimental com Imagens Instituto de Fisica — Universidade de Sdo Paulo

C4 por la férmula = 0,5 D4*$B$1 y el de la celda C5 por = C4 + D5*$B$1 aumenta
considerablemente la precision. Ese es el método del punto medio, una de las variantes del método
de Runge-Kutta, y esta bien explicado e Feynman Lectures on Physics, Vol. I, Capitulo 9, seccion 6
- https://www.feynmanlectures.caltech.edu/lI_09.html).

B6. Resultados y comparacion con el modelo. En un mismo sistema de ejes, haz los graficos de los
valores experimentales de la posicion angular en funcion del tiempo (usa puntos) y el de los valores
calculados en B4 (une los puntos calculados con una linea suave). Evalla cualitativamente el grado
de semejanza entre el modelo desenvuelto y el medido.

B7. Aceleracion de la punta de la barra. Para el andlisis de la aceleracion y la comparacion con el
valor de la gravedad local en cualquier instante de la caida, es conveniente calcular separadamente
las componentes angular y centripeta de la aceleracion,

d=a-r-fig—w® 7-[,

donde r =d +§ (ver figura), y después proyectarlas en la direccion vertical, usando los vectores

unitarios radial y tangencial
fr = cos(0) - i+ sen(d) -]

fig = —sen(B) -1+ cos(B) - j

donde 7y j son los vectores unitarios em las direcciones horizontal y vertical, respectivamente.
Se obtiene asi la componente vertical de la aceleracion de la punta de la barra como

ay =rla-cosf(t) — w* - sen O(t)] (4)
Calcula numéricamente, en la planilla, la aceleracion vertical de la punta de la barra en funcion del
tiempo usando 6(t) del modelo matematico delo item B4.

Procedimiento de elaboracion del informe
Cada grupo debe entregar un Unico documento, con las siguientes secciones:

C1. Identificacién. Lista los nombres de los miembros del grupo e indica el conjunto de daos
analizado.

C2. Descripcioén del Experimento. Describe lo que has observado en el video y los componentes del
aparato experimental de forma sucinta, pero de modo que se pueda entender de que se trata y cémo
funciona. Para eso, incluye todos los elementos que desemperfian algin papel em el movimiento tal
como aparecen em las imagenes, dejando claro como los objetos se vinculan para dar forma al
movimiento observado, pero no uses formulas. EI foco debe estar en los elementos y en las
caracteristicas, en todo la que fuera importante para construir un aparato experimental similar.
Escribe dos versiones de la descripcion, una sin usar los nombres de las magnitudes fisicas, como lo
harias para quien no estudia fisica, y otra, usando nombres como fuerza, torque, inercia, pero sin usar
férmulas, como has necesitado pensar para escribir las ecuaciones necesarias para la representacion
matematica del modelo. Para ayudar, usa las anotaciones iniciales del item B1.
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C3. Datos Obtenidos. Presenta la tabla obtenida em el item B2. Verifica si has expresado los valores
de las cantidades en unidades apropiadas y con el niumero adecuado de digitos significativos. No
olvides de mencionar como realizaste los calculos y llegaste a los resultados.

C4. Modelo Matematico. Justifica porque el movimiento no tiene aceleracion constante y explica
porque fue necesario montar toda una planilla para calcular las posiciones angulares con relacion al
tiempo.

C5. Analisis de datos. Presenta el grafico de la posicion angular de la barra en funcion del tiempo,
experimental y calculado (item B6).

C6. Resultados e discusion. Discute si el modelo es compatible con la observacion dentro de las
incertezas experimentales. ¢Has ajustado algin parametro a los datos? Discute el significado del
procedimiento adoptado, tanto si la repuesta fue si, como no.

Comenta sobre la expectativa inicial acerca del valor de la aceleracion de la barra pensada en
el item B1, y si ella es consistente con los resultados obtenidos en B4. ;Qué propiedades del sistema
determinan que la aceleracion es (constante, variable) y (menor, igual, mayor) que g? ¢Cual fue el
papel del vinculo en ese resultado?

Discute porque la punta de la barra ultrapasa a la esferita en caida libre.

C7. Conclusion. Relata el grado de suceso del modelo al explicar el movimiento, destacando la
importancia de haber, o no, ajustado un pardmetro a los datos. Vuelve a la introduccion, foca en el
objetivo del experimento y comenta si fue alcanzado plenamente, parcialmente o no, y porque
(puedes retomar las hipétesis e indagaciones registradas en el item B1 y verificar si el experimento
corrobor6 o no las expectativas iniciales).
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ANEXO 1. INTEGRACION NUMERICA DE UNA ECUACION DIFERENCIAL

Cuando una particula se mueve bajo la influencia de fuerzas con resultante constante, su
aceleraciéon también seré constante, y podemos encontrar su velocidad y posicién a cada instante a
partir de formulas bien conocidas. Considere, que una particula que se mueve en un espacio donde la
fuerza resultante y, asi, su aceleracion, depende de la posicion y de la velocidad. En ese caso, la
posicion, la velocidad y la aceleracion de la particula en un instante determinan su posicion y
velocidad en un instante siguiente, que, a su vez, determinan la aceleracion en ese instante. Por lo
tanto, las tres cantidades: posicion, velocidad y aceleracion del cuerpo varian continuamente con el
tiempo. Una de las formas de resolver numéricamente el problema consiste en substituir la variacion
continua con el tiempo por una secuencia de pequefios intervalos de duracion At. La aproximacion
maés simple es la que supone que la aceleracién sea constante durante cada intervalo, lo que da origen
al método de Euler. Si el intervalo de tempo fuera suficientemente pequefio, la variacion de la
aceleracion durante el intervalo sera pequefia y podria ser desconsiderada.

Sean x,, Vo, Y Qo respectivamente la posicion, velocidad y aceleracion en la direccién x de
la particula en el instante inicial t,. Cuando ignoramos la variacion de la velocidad durante el
intervalo de tiempo, la nueva posicion es dada por:

X1 = xO + vaAt (1)

De manera similar, si la aceleracion durante At fuera constante, la velocidad en el instante
t; = to + At serd dada por

Vix = Vox + QoxAt (2)

Podemos usar los valores de x; y vy, para calcular la nueva aceleracion a4, usando la ecuacion de
movimiento y después calcular x, y v,, usando x;, Vi, Y Q-

Xy = X1 + Uy, At 3)
Vax = V1x T QqAL 4)
Las relaciones entre la posicion y la velocidad en los tiempos t,, ¥ t,,+1 = t, + At son dadas por
Xn+1 = Xn T UnyAt ®)
Vn+1)x = Vnx T QnxAt (6)

que son generalizaciones de las formulas (1) y (2).

Para encontrar la velocidad y la posicion en algin tiempo t, dividimos, por lo tanto, el
intervalo de tiempo t — t, en un gran numero de intervalos menores At y aplicamos repetidamente
las ecuaciones (5) y (6), comenzando en el tiempo inicial t,. Eso resulta en un gran nimero de
calculos repetitivos que son realizados mas facilmente en un computador. La técnica de dividir el
intervalo de tiempo en pequefios trechos y calcular la aceleracion, velocidad y posicion a cada nuevo
paso usando los valores del paso anterior es llamada de integracion numérica.

Para ilustrar esa técnica, vamos a considerar el problema em que un paracaidista en reposo se
lanza de una cierta altura, cuando pasa a ser influenciado tanto por la gravedad como por la fuerza de
arrastre, que es proporcional al cuadrado de la rapidez. Encontraremos la velocidad v,, y la distancia
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recorrida y en funcion del tiempo por medio de la integracion numérica. La ecuacion que describe
el movimiento de un objeto de masa m largado del reposo, cuando se ignora el empuje, es

mg — bv* = ma,, (7

donde se adoptd un referencial Oy orientado con el mismo sentido de la fuerza de la gravedad. La
aceleracion es, por lo tanto,

b
— 2
a,=g——v (8)
y=I97
. - b .z . .
Es conveniente escribir la constante —en funcion de la rapidez terminal vr. Colocando a,, = 0 en la

ecuacion (8), obtenemos

b
=g — —p2 9
0=g mvT ©))
b g
mo vz (10)
Substituyendo (10) en (8), queda
172
a, =g (1 — v_%> (11)

Para resolver numéricamente la ecuacién (11), precisamos usar valores numéricos para g y
para vy. En Fisica para cientistas e engenheirost), Paul Tipler sugiere que una rapidez terminal
razonable para un paracaidista sea de 60 m/s. Eligiendo y, = 0 para la posicion inicial, vy, = 0 para
la velocidad inicial y a,, = g = 9,81 m/s? para la aceleracion de la gravedad, se encuentra la
velocidad vy, y la posicion y en algin tiempo posterior, digamos para un instante de tiempo
t = 20 s, se puede dividir el intervalo de tiempo 0 < t < 20 s en muchos intervalos pequefios At y
aplicar las ecuaciones (5), (6) y (11). Que se realiza usando una planilla electronica de célculo, como
mostrado en la tabla A.2 abajo, donde que elegimos At = 0,5 s y obtuvimos los graficos de las
Figuras 1y 2. Parat = 20 s, tendremos los resultados v = 59,9 m/se y = 939,9 m.

Podemos esperar que obtengamos mejores resultados al adoptar intervalos de tiempo muy
pequefios, digamos At = 0,000.000.001 s. Pero existen por lo menos dos razones para que no se
adopten intervalos de tiempo extremadamente pequefios. Primero, cuanto menor sea el intervalo de
tiempo, mayor sera el nimero de calculos necesarios y mayor el tiempo que el programa llevara para
rodar. Segundo, el computador guarda apenas un nimero fijo de nimeros en cada paso del célculo,
de manera gque en cada paso existe un error de arredondamiento, que se va acumulando a medida que
el se realizan los calculos. Cuanto mayor sea el numero de calculos, mas importante seré el error de
arredondamiento. Segtn Tipler!, una buena regla resulta em no usar mas que cerca de 10° intervalos
de tiempo para cada integracion numérica tipica.

Tabla A.1: Parametros y condiciones iniciales para el calculo del problema del paracaidista:

At (S) | Yo (M) | vo (M/S) | ag (M/s?) | vt (M/S)
0,5 0 0 9,81 60
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Tabla A.2: Planilla con los célculos segun el método numeérico de determinacion de las posiciones:

t(s)] y(m) |v(m/s)|a(m/s?)
0,0/ 0,000 0,000 9,810
0,5/ 0,000| 4,905| 9,744
10| 2,453| 9,777 9,550
15| 7,341|14,552| 9,233
2,0| 14,617|19,168| 8,809
25| 24,201|23,573| 8,296
3,0| 35,988 |27,721| 7,716
3,5| 49,848 |31,579| 7,093
40| 65,637 |35,125| 6,448
45| 83,200]|38,349| 5,802
5,0]102,374 | 41,250 5,173
5,5/123,000 | 43,837| 4,573
6,0|144,918 | 46,124 | 4,013
6,5/167,980 | 48,130| 3,498
7,01192,045|49,879| 3,030
7,5]1216,984 51,394 2,612
8,01242,681|52,700| 2,242
8,5/269,031 53,821 | 1,916
9,0/295,942|54,779| 1,633
9,5/323,332|55,596| 1,387
10,0[351,129 56,289 | 1,176
10,5|379,274 | 56,877 | 0,995
11,0 407,713 |57,375| 0,840
11,5|436,400 | 57,794| 0,708
12,0 465,297 | 58,148 | 0,596
12,51494,372|58,447| 0,501
13,0]523,595|58,697| 0,421
13,5|552,943|58,908| 0,354
14,0 582,397 | 59,085| 0,297
14,5]611,940|59,233| 0,249
15,0 | 641,557 | 59,358 | 0,209
15,5|671,235|59,462| 0,175
16,0 | 700,967 | 59,550 | 0,147
16,5|730,742|59,623| 0,123
17,0|760,553|59,685| 0,103
17,5|790,395|59,736| 0,086
18,0|820,263|59,779| 0,072
18,5|850,153|59,815| 0,060
19,0 /880,060 |59,845| 0,051
19,5/909,983|59,871| 0,042
20,0]939,918|59,892| 0,035

Obs. 1: Este método tiene finalidad didactica y da una buena aproximacion en casos simples,
como el del movimiento de una moneda em un plano inclinado, pero normalmente se usa el método
de Runge-Kutta, que es accesible al estudiante que comprendié el método de Euler.

Obs. 2: La ecuacion (7) no lleva en cuenta el aire cargado por el paracaidas, lo que depende
de la situacion a ser analizada y puede no ser una buena aproximacion. Para la solucién completa,

vea la referencia [3].
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Figura 1. Velocidad adquirida por el paracaidista en funcion del tiempo, calculado de acuerdo al modelo
discutido en el texto.
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Figura 2. Posicién vertical del paracaidista en funcion del tiempo, calculado de acuerdo al modelo
discutido en el texto.
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